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プログラム運算のためのCoqライブラリ

橋本 英樹　胡 振江　 Julien Tesson　Frédéric Loulergue　
武市 正人

プログラム運算は，プログラムを，その意味を変えない運算規則 (定理) を用いて，より効率のよいプログラムに書
き換えていくプログラミング手法である．プログラム運算のよい特徴として，運算前のプログラムが自明に正しいプ
ログラムであれば，運算後のプログラムも意味を保存しているため検証が不要であり，正しく効率のよいプログラム
の開発に利用しうることがあげられる．本研究で，我々は定理証明支援系 Coq のライブラリとしてプログラム運算
を支援するシステムを構築した．これを用いて，ユーザーは証明された定理のみを用いて安全にプログラム運算を行
うことができる．また，我々は応用として，Birdによるプログラム運算のレクチャーノートを表現した．リスト上
の関数のための運算規則を証明し，プログラム運算を我々のライブラリを用いて Coq で表現した．本発表では，上
記のプログラム運算支援システム，および応用例の実装を紹介する．

1 はじめに
1. 1 背景
プログラム運算とは，プログラムを，その意味を変

えない運算規則 (定理) を用いて，より効率のよいプ
ログラムに書き換えていくプログラミング手法であ
る [8]．運算前のプログラムが，もし疑いの余地なく
正しいプログラムであれば，運算後のプログラムも，
元々のプログラムと同じ意味を持っているので，正し
いプログラムとなる．このことを活かし，プログラム
の簡潔さと効率を両立させられる，というのがプログ
ラム運算を用いた開発の利点である．また，プログラ
マが意図していなかった，よりよいアルゴリズムが導
出されることも考えられる．
プログラム運算の過程が長い場合，人手によるプ

ログラム運算では間違いが入りこむ可能性が高く，ま
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た，正確に運算規則が適用されているかを確認するの
が難しい．そこで，運算規則が正しく適用できるか確
認でき，運算規則自体が正しいことを証明でき，さら
に自動的に運算規則の適用を行えるようなシステム
が望まれ，発展されてきた [10] [6] [11] [7] [8] [5]．

1. 2 本研究の貢献
本研究では，定理証明支援系 Coq [1]において，証

明されたプログラム運算規則のみを用いて安全にかつ
対話的にプログラム運算を行えるシステムを簡単に
構築できることを示した．具体的には，推論を伴う等
式変形を自然に記述するための tactic および記法を
Coq ライブラリとして実装した．また，そのライブ
ラリの効果を確認するために，プログラム運算の例と
して Birdによるプログラム運算のレクチャーノート
である “An introduction to the theory of lists” [3]

(以下 Theory of Listsと略記する) を取り上げ，この
ライブラリを用いて表現した．その中で，プログラム
運算をより読みやすく，自然に記述するための知見を
得た．この知見についても報告する．
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1. 3 関連研究
プログラム運算，またはより広くプログラム変換

を支援するシステムは Kids [10]，MAG [6]，Strat-

ego [11]，Ultra [7]，Yicho [8]，RAPT [5]など多数
存在する．
さらに最近，Mu ら [9]は，本研究と同様に，依存

型をもつプログラミング言語 Agdaを用いて証明可
能なプログラム運算を記述した AoPAライブラリを
提案した．しかし，Agdaは自動証明を行うための機
能を持たず，プログラムを書き換えるという観点から
手間がかかるという欠点があった．
本研究は，定理証明支援系 Coqにおいて証明の構

成法をプログラミングし，tacticを追加するための言
語 Ltacを用いることにより，証明された運算規則の
みを用いて安全にプログラム運算を行えるシステム
を構築できることを示した．この方法のよい点とし
て，tactic が自動証明などに容易に拡張できること，
さらに既存の tactic と併用できること，既存の Coq

ライブラリが活用できること，対話モードによって試
行錯誤的な使い方ができることなどが挙げられる．

1. 4 本稿の構成
本稿の構成は以下の通りである．まず，2節で Coq

の諸概念と記法について述べる．次に，3節で我々が
実装した rewritingライブラリについて紹介する．続
いて 4節で Theory of Listsに現れる諸定理およびプ
ログラム運算を実装した際の工夫について述べる．最
後に，5節で，まとめと今後の課題について述べる．

2 Coqの概要
Coq [1] [2] は INRIA (フランス国立情報学自動制

御研究所) によって開発されている定理証明支援系で
ある．以下，Coq の諸概念，および表記法について
簡単に説明する．詳細は教科書 [2]等を参照されたい．

2. 1 セクション，型定義，記法定義
以下は Coqでのリストの定義である．

Section list.

Variable A : Type.

Inductive list : Type :=

| nil : list

| cons : A -> list -> list.

End list.

1 行目の Section コマンドは，新しくセクション
をつくる．セクションの中で定義された宣言や定義
は， セクション中の，その宣言や定義よりも後での
み有効である．2 行目の Variable コマンドは，そ
れを囲む最も内側のコンテクストでのみ有効な変数
を宣言する．ここでは，Type 型の変数 A を宣言し
ている．A が Type 型をもつというのは，Aが型だと
いう意味である．3 行目の Inductive で，新たな型
を定義する．ここでは list を Type 型をもつ型とし
て定義している．4行目と 5行目の “|” 以降が list

のコンストラクタで，それぞれ list 型をもつ nil，
A -> list -> list 型をもつ cons であると定義し
ている．6行目の Endコマンドでセクションを終了す
る．セクションを終了すると，セクションの内側で宣
言されたローカルなスコープをもつ変数を参照する
ことができなくなる．それに伴い，セクションの中で
定義されたグローバルな定義が，ローカルな変数に
依存している場合，その定義はローカルな変数だっ
たものを引数にとる関数となる．たとえば，listの
定義はローカルな変数 A : Type に依存しているの
で，Endコマンドで listセクションを閉じた後では，
list の型は Type -> Typeに，コンストラクタ nil

の型は forall (A : Type), list A に，それぞれ
変化する．

Coq では，Notation コマンドなどのコマンドに
よって，新たな記法を導入することができる．以下
は，list のコンストラクタである cons を，中置演
算子 “::” で表現できるようにするための Infix コ
マンドの例である．

Infix "::" :=

cons (at level 60, right associativity)

: list_scope.

2. 2 関数定義
関数を定義するには，Fixpointコマンドを用いる．

以下は，2つのリストを引数にとり，それらを連結し
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Section fold.

Variables A B : Type.

Fixpoint foldr (op : A -> B -> B) (e : B) (x : list A) : B :=

match x with

| nil => e

| a :: x’ => op a (foldr op e x’)

end.

Fixpoint foldl (op : B -> A -> B) (e : B) (x : list A) : B :=

match x with

| nil => e

| a :: x’ => foldl op (op e a) x’

end.

End fold.

図 1 foldr および foldl の定義

た新しいリストを返す関数 append を定義する例で
ある．

Section append.

Variable A : Type.

Fixpoint append (x y : list A)

{struct x} : list A :=

match x with

| nil => y

| a :: x’ => a :: (append x’ y)

end.

End append.

3行目の appendが関数名であり，それに続く x，yが引
数である．“: list A”の部分が，結果の型が list A

型であることを表す．関数の定義の中で，match 構
文を使って，引数に関するパターンマッチを行ってい
る．すなわち，この関数 append は，第 1 引数 x が
nil の場合は y を返し，a :: x’ の場合は a を再帰
呼び出し append x’ yの結果の先頭に追加する関数
である．以上のように，Fixpointコマンドを用いて，
再帰的な関数を定義することができる．
同様にして高階関数も定義できる．図 1 に以下の

ように定義される高階関数 foldr および foldl の Coq

での定義を示す．

foldr (⊕) e [a1, a2, . . . , an]

= a1 ⊕ (a2 ⊕ · · · ⊕ (an ⊕ e))

foldl (⊕) e [a1, a2, . . . , an]

= ((e ⊕ a1) ⊕ a2) ⊕ · · · ⊕ an

2. 3 命題の表現と tacticによる証明
ここでは，命題を表現する方法について述べる．

Coqにおいては，Curry-Howard対応に基づいて，命
題は型であり，証明は関数である．したがって，Coq

で新たな推論規則を導入するためには，推論規則を
反映した新たな型を定義すればよい．公理を導入す
るには，Axiomコマンドによってグローバルな宣言を
する．

Coq が採用している型システムは，依存型を含ん
でいる．例えば，2つの項が同一であるという命題 eq

は，Coq では依存型を用いて次のように定義されて
いる．

Inductive

eq (A : Type) (x : A) : A -> Prop :=

| refl_equal : eq x x

Propは，Typeと同じく，型につく型である．標準ライ
ブラリでは，eqのための記法が用意されており，x = y

は eq x y と同じ意味である．この表記を用いると，
1 + 1 = 2は型であり，たとえば refl_equal 2がこ
の型をもつ．すなわち，refl_equal 2は 1 + 1 = 2

型をもつ．このことを，以下の記述で確認することが
できる．

Definition oot : 1 + 1 = 2 := refl_equal 2.

Definition コマンドは，Fixpointコマンドと同様，
グローバルな定義を与える．ここでは，oot という
識別子に，refl_equal 2という定数を割り当て，そ
れが 1 + 1 = 2型をもつことを確認している．なお，
Definition コマンドで型のみを示し定義を示さない
場合，tactic による証明を行う状態 (対話モード) に
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なる．対話モードでは，証明すべき命題すなわち型が
ゴールとして示され，また現在のコンテクストに含ま
れる宣言および定義が前提として列挙される． ユー
ザーは tactic によって，現在の前提からどのように
証明を構成するかを指示する．例えば, 上記の ootの
場合には，以下のように tactic で証明を完成させる
ことができる．

Definition oot’ : 1 + 1 = 2.

reflexivity.

Qed.

ここでは refl_equalを用いて証明を完成させる tac-

tic である reflexivity を用いて，証明を構成した．
証明が完了した状態で Qedコマンドを入力すると，対
話モードで構成された証明が，定義として環境に登録
される．

2. 4 関数の外延的等価性
関数の外延的等価性とは，2つの関数が任意の入力

に対して同じ値を返すときその 2 つの関数が等しい
関数であるとみなすという概念である．本研究では外
延的に等価な関数をプログラム運算によって導出する
ことを意図しているため，我々は次の一つの公理を導
入した．†1

Axiom fun_ext :

forall (A B : Type) (f g : A -> B),

(forall x : A, f x = g x) -> f = g.

Axiom コマンドは，公理をグローバルに定義するも
のである．「任意の関数 fと gに対して，それぞれの
出力が定義域 A全域で等しければ，fと gは等しい」
という命題を型で表現し，fun_ext という識別子は
その型を持つとしている．

3 等式推論記述のための tacticライブラリ
3. 1 Coqでのプログラム運算
プログラム運算支援システムは以下のような性質

を持つことが望ましい．第一に，創造的なプログラム
の導出がスムーズに行われるよう，対話的にプログラ
ム運算が行えることが望ましい．ユーザーが意図した

†1 関 数 の 外 延 的 等 価 性 は 標 準 ラ イ ブ ラ リ の
Coq.Logic.FunctionalExtensionality にて提供さ
れているが, 不必要な定義などが含まれるため本研究
では独自の公理を導入した．

大きな運算ステップは自動的に行われることが望ま
しいものの，完全な自動運算は一般には難しい．第二
に，プログラム運算で得られたプログラムは，当初の
仕様を満たしているという意味で正しいプログラム
であることが保証される必要がある．第三に，新たな
プログラム運算規則を追加できる必要がある．なぜな
ら全ての運算規則を網羅することは不可能だからで
ある．最後に，プログラム運算の過程が保守しやすい
形で保存され，文書化されることが望ましい．

Coq はプログラム運算を支援するための多くの機
能を備えている．ユーザーは対話的に証明を行うこと
ができ，依存型によって仕様，および運算規則を表現
することができる．また，証明の構成は正しい運算と
対応し，等式を用いてゴールの一部を書き換える効
果をもつ “rewrite” tacticは式の操作に役立つ．しか
し，実用上，Coq でプログラム運算を行にはいくつ
かの問題点がある．ひとつは，Coqは，ある実装が仕
様を満たしているという方向の証明を行う tactic は
豊富だが，仕様からよりよい実装を導出するという方
向の tactic は乏しい．もうひとつは，証明スクリプ
トは読みづらく，保守しづらい．たとえば，標準ライ
ブラリの以下の単純な定理 appAssoc の証明は Coq

の知識無しには読みやすいものではない．
Lemma appAssoc:

forall (A: Type) (l m n: list A),

(l ++ m) ++ n = l ++ (m ++ n)

Proof.

intros. induction l.

simpl in |- *; auto.

change (a : (l ++ m) ++ n = a : l ++ m ++ n)

in |- *.

rewrite <- IHI; auto.

Qed.

3. 2 等式推論記述のための tactic ライブラリの
実装

前述の課題を解決するために，我々は，Coq での
プログラム運算を支援するための tactic ライブラリ
である rewritingライブラリを開発した．このライブ
ラリの主な構成要素を以下順を追って説明する．
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3. 2. 1 運算状態の保持
rewriting ライブラリでは，以下のような状態を表

す型 state を用いて，現在の運算のフォーカスを表
現することができる．

inductive state : Prop := RHS : state

| LHS : state

| GOAL : state

これらの値をコンテクストに追加することで運算の
状態を表す．例えば、LHS tと，tacticの前に LHSを
付加して tactic t が呼びだされたら，コンテクスト
に LHS を追加し，現在左辺を等式変形しているとい
うことを表現する．さらに，その後の tactic で状態
に応じた条件分岐をすることもできる．

3. 2. 2 等式変形の理由づけ
我々は，簡潔に等式変形が記述できるように次の

tacticを用意した．

= { t }

e

この tacticは，コンテクストに LHSが登録されてい
る場合，以下の Ltacとして解釈される．

match goal with

[|- ?lhs = ?rhs] =>

let h := fresh "rewriting" in

assert (h : lhs = e) by

(t; reflexivity); rewrite h

end

これは，tactic tを実行することによって現在のゴー
ルの左辺と e が等しくなることを新たに証明し，そ
れを用いてゴールを書き換えている．この tactic を
連ねて記述することで，等式変形を行うことができ
る．例として，前述の定理 appAssocをこの tacticを
用いて証明したものを図??に示す．

3. 2. 3 tactic名の別表記
先述の={ t } e tacticの tとしては任意の tactic

を使うことができるが，より記述を読みやすくする
ため，以下のような記法を導入した．by defは定義
を展開する tacticである unfoldの別名である．pat

は左辺または右辺のどの部分式を書き換えるかを指
定する tacticであり，refine tacticを用いて実現さ
れている．さらに，証明の終了には， reflexivity

の別表記として， “[]” が使えるようにした．

Lemma appAssoc:

forall (A: Type) (l m n: list A),

(l ++ m) ++ n = l ++ (m ++ n).

Proof.

Begin.

induction l.

check ((nil ++ m) ++ n = nil ++ m ++ n) is GOAL.

LHS

= { by def app }

(m ++ n).

= { by def app }

RHS.

[].

check (((a :: l) ++ m) ++ n =

(a :: l) ++ m ++ n) is GOAL.

LHS

= { by def app }

((a :: (l ++ m)) ++ n).

= { by def app }

(a :: ((l ++ m) ++ n)).

= { rewrite IHl }

(a :: (l ++ (m ++ n))).

= { by def app }

RHS.

[].

Qed.

図 2 rewritingライブラリによる appAssoc の証明

3. 2. 4 exist型の除去
次の定理 existEq のように，運算をした結果が

分かっていない場合に，左辺のみを等式変形できる
tacticを導入した．

Theorem existEq : exists n : nat, 1 + 1 = n.

Begin.

LHS

={ by def plus }

2.

[].

Qed.

Begin tactic はゴールの右辺に対応する変数を用意
する．それ以降は先と同様に等式変形を記述すること
ができ，望ましいものが得られたら， “[]” によって
証明を完了させることができる．

4 Theory of Listsの実装
Theory of Lists [3]は Birdによるプログラム運算

のレクチャーノートであり，プログラム運算の基本
的なアイデアを平易に解説したものである．我々は，
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前節で紹介した rewritingライブラリを評価するため
に，このレクチャーノートに現れる定義をCoqで実
装し，定理を証明し，そしてプログラム運算が証明と
してうまく再現できることを確かめた．

Theory of Lists を実装する中で，その定義や証明
を自然に表現するためにいくつかの工夫が必要になっ
た．まず，部分関数を Coqの全域関数として表現す
る必要があった．また，リストを consリストで実装
しながら snocリストや joinリストとみなせるような
仕組みが必要になった．また，reduce のように，引
数となる関数に制約をもつ高階関数を表現する必要
があった．
本節では，Theory of Listsについて簡単に紹介し，

Theory of Lists を実装する中で得られた，プログラ
ム運算を記述する際の知見について説明する．

4. 1 Theory of Listsの概要
Theory of Lists では，リストを走査する関数に関

する定理と，それを用いた効率の良いプログラムの導
出が示されている．このレクチャーノートの特徴的な
点は，リスト走査の典型的なパターンが高階関数と
して抽出され，それらに対してBMF (Bird-Meetens

Formalism) [3] と呼ばれる略記法が提供されている
ことである．これら高階関数に対して成り立つ運算定
理を用意することにより，簡潔なプログラム運算が達
成されている．

Theory of Lists では，リスト上の高階関数の代表
的なものとして，例えば以下のものが定義され利用さ
れている．“∗” は map を表し，関数を第 1引数にと
り第 2 引数のリストの各要素に適用した新たなリス
トを返す．

f∗ [a1, a2, . . . , an] = [f a1, f a2, . . . , f an] (1)

“/” は reduce を表し，結合的な 2項演算を第 1引数
にとり第 2 引数のリストの各要素間に演算を挟みこ
んだ結果を返す．

⊕/ [a1, a2, . . . , an] = a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an (2)

“⊳”は filter を表し，true または false を返す述語を
第 1 引数にとり，第 2 引数のリストの要素のうち，
述語が true を返す要素のみからなるリストを返す．
Theory of Listsでは，このような高階関数を用いて，

リスト上のさまざまな関数が定義できること，高階関
数同士の等価性を表す定理が知られていること，それ
らの定理を用いてプログラム運算を行うことで効率
化が図れることなどが紹介されている．
我々は，実際に Theory of Lists の関数を定義し、

rewriting ライブラリに基づいてプログラム運算を
行った．図 2に，rewriting ライブラリを用いてプロ
グラム運算を記述した例を示す．なお，比較のため
に，Birdの記法に基づいた証明も併記した．図 2か
ら見てとれるように，証明を等式変形のように記述す
ることができている．

4. 2 部分関数の扱い
Coq では，関数は証明の整合性を保つため，全て

の関数は全域で，計算が停止しなければならない．し
たがって，部分関数を定義することはできない．しか
し，プログラミングをする上で，部分関数を扱いたく
なる場合は多い．たとえば，リストを取り，その先頭
を返すような関数は，リストが空の場合に定義されな
いので，部分関数である．このような関数を，全域関
数で表現する必要がある．
プログラム運算でプログラムを書き換えて他のプ

ログラムに変換する，という目的から，部分関数を
全域関数で表現する方法は，統一した方が望ましい．
我々は，その方法として，部分関数に一つ引数を追加
する方法を採用した．具体的には，その引数の型を値
域の型とし，もし部分関数が未定義の場合は，その引
数に渡された値を標準の値として出力とする．この方
針に従うと，先述のリストの先頭を返す関数は，以下
のように表現できる．

Section head.

Variable A : Type.

Fixpoint head (d : A) (x : list A) : A :=

match x with

| nil => d

| a :: x’ => a

end.

End head.

ここでは，dを標準の値として，入力が本来関数が定
義されない nilの場合は dを出力している．なお，こ
の定義は，標準ライブラリの hdと同じものである．
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Theorem filter_promotion :

p <| :o: @concat A

= @concat A :o: p <| *.

Proof.

LHS

={ rewrite (filter_mapreduce) }

(++ / :o: f * :o: @concat A).

={ rewrite map_promotion }

(++ /:o: @concat (list A) :o: f* *).

={ rewrite comp_assoc }

((++ /:o: @concat (list A)) :o: f* *).

={ rewrite reduce_promotion }

(++ / :o: (++ /)* :o: f* *).

={ rewrite concat_reduce }

(@concat A :o: (++ /)* :o: f* *).

={ rewrite map_distr_comp }

(@concat A :o: (++ / :o: f *) *).

={ rewrite filter_mapreduce }

(@concat A :o: (p <|) *).

[].

Qed.

Theorem (filter promotion).

p⊳ ◦ concat = concat ◦ (p⊳)∗

Proof.
LHS

= { p⊳ = ++/ ◦ f∗ where f a = (p a) ? [a] : [] }

++/ ◦ f∗ ◦ concat

= { map-promotion law }

++/ ◦ concat ◦ f∗∗

= { associativity of ◦ }

(++/ ◦ concat ) ◦ f∗∗

= { reduce-promotion law }

++/ ◦ (++/)∗ ◦ f∗∗

= { concat = ++/ }

concat ◦ (++/)∗ ◦ f∗∗

= { map distributes over ◦ }

concat ◦ (++/ ◦ f∗)∗

= { p⊳ = ++/ ◦ f∗ }

concat ◦ (p⊳)∗
2

図 3 プログラム運算の例．(左) rewritingライブラリによるもの，(右) Birdの記法によるもの．

4. 3 データ型の異なる見方の利用
我々は Theory of Listsにおいてリストの様々な見

方が現れることに注目した．
我々はリストの定義として，2. 1節で示した，nil

または consで構成される項であるという定義を用い
た．この定義は，リストは，空リストの先頭に要素を
1つずつ追加していったものであるという見方を反映
している．(以下，この定義を consリストと呼ぶ．)

しかし，リストの見方には他にもいくつかの方法があ
る．例えば snocリストは，リストの空リストの末尾
に要素を 1 つずつ追加していったものであるという
見方である．また join リストは，リストが空リスト
であるか，要素が 1つだけのリストであるか，2つの
リストを連結したものである，という見方である．
我々は，リストの実装を consリストとしつつ，こ

れらの見方を活用する方法について考察した．その理
由は，関数同士の合成しやすさという観点からは，リ
ストの実装が 1種類である方が都合がよく，一方で，
関数の定義や帰納法を用いた証明の記述において，リ
ストを cons リストではなく，snoc リストや join リ
ストであると考えた方が自然であるような場合が多々
あるからである．実際，Theory of Lists では，cons

リスト上の帰納法，snocリスト上の帰納法，joinリ

スト上の帰納法を用いた証明が全て現れている．
これら snoc リストおよび join リストを Coqで型

として定義すると，それぞれ以下のようになる．
Section snoc.

Variable A : Type.

Inductive slist : Type :=

| snil : slist

| snoc : slist -> A -> slist.

End snoc.

Section join.

Variable A : Type.

Inductive jlist : Type :=

| jnil : jlist

| jsingleton : A -> jlist

| jappend : jlist -> jlist -> jlist.

End join.

我々はリストを snocリストや joinリストとして定義
した際に定義される帰納法を，consリストで表現し，
定理として証明した．また，snocリストや joinリス
トのための定義を利用して証明をするための定理を
証明した．
まず帰納法の原理について述べる．2. 1 節で

Inductive コマンドを使って list を定義したが，
その際に同時に list 型に関する帰納法の原理がCoq

によって自動的に定義される．その項は list_indと
名づけられ，以下の型をもつ．
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Section foldl_snoc.

Variables A B : Type.

Fixpoint foldl_snoc (op : B -> A -> B) (e : B) (x : slist A) : B :=

match x with

| snil => e

| snoc x’ a => op (foldl_snoc op e x’) a

end.

図 4 snoc を利用した foldl の定義

foldl_rev_char : forall (A B : Type) (op : B -> A -> B) (e : B) (f : list A -> B),

f nil = e ->

(forall (a : A) (x : list A), f (x ++ [a]) = op (f x) a) ->

f = foldl op e

図 5 foldl rev char の定義

list_ind :

forall (A : Type) (P : list A -> Prop),

P nil ->

(forall (a : A) (l : list A),

P l -> P (a :: l)) ->

forall l : list A, P l

同様に先ほどの slist型および jlist型を定義した
場合にも帰納法の原理が定義されるはずである．我々
はその帰納法の原理を consリストで表現し，定理と
して利用した．ここにそれぞれの型を示す．

rev_ind :

forall (A : Type) (P : list A -> Prop),

P nil ->

(forall (x : A) (l : list A),

P l -> P (l ++ [x])) ->

forall l : list A, P l

join_induction :

forall (A : Type) (p : list A -> Prop),

p nil ->

(forall a : A, p ([a])) ->

(forall x y : list A,

p x /\ p y -> p (x ++ y)) ->

forall x : list A, p x

rev_indは標準ライブラリの Coq.List.Listsライブ
ラリに含まれているものを用いた．join_induction

は新たに証明した．
次に，snoc リストに関して定義された関数の利

用について述べる，2. 2 節で，foldl という関数につ
いて述べた．この関数は，snoc リストに対して自
然に定義される関数である．すなわち，上の slist

の定義を使えば図 3 のように定義できる，cons リ
スト上の関数としてこのような定義をすることは

できないので，我々は図 4 に示される型を持つ定理
foldl_rev_char を証明した．なお，x ++ [a] は，
append x (cons a nil)を Notationコマンドによ
って導入した表記で表現したものである．この定義に
現れる foldlは，2. 2節に現れるものと同じもので，
cons リストについて定義された関数である．この定
理は，ある関数 fが foldl op eと等しいことを示す
ために， f nil = e であること，および任意の a，x

について f (x ++ [a]) = op (f x) a が成り立つ
ことの 2 つを示せばよい，ということを表現してい
る．この定理は，上の foldl_snoc関数の定義を反映
している．

4. 4 演算の性質を強める手法
4. 1節で紹介した高階関数 reduce は，以下の性質

をもつ．
∀a, ⊕/[a] = a (3)

∀x y, x 6= nil ∧ y 6= nil ⇒

⊕/(x ++ y) = (⊕/x) ⊕ (⊕/y) (4)

直観的には，性質 (4) は，リストを任意の場所で分
割して，独立に計算できるという性質を表現してい
る．この性質を用いたプログラム運算ができれば，効
率化に貢献すると期待される．ところが，reduce を
単純に 2 引数関数と入力リストを引数として定義し
ようとすると，演算子が結合的であるという条件を考
慮していないため，結合的でない演算子の reduce を
定義してしまう危険性がある．その結果として，上記
の性質が証明できることは期待できない．reduce の
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性質を利用するために，我々は以下のように reduce

を実装した．
Section reduce_mono.

Variables (A : Type)

(op : A -> A -> A) (e : A).

Definition reduce_mono (m : monoid op e) :

list A -> A :=

foldl op e.

End reduce_mono.

この reduce_mono の定義は，Coqでは証明が関数で
あることを利用している．reduce_mono の第 1引数
m の型は，monoid op e である．この monoid op e

型は，A 上の二項演算子 op が結合的で，eがその単
位元になっているという命題を依存型で表現したも
のである．そして，この関数は，foldl op eを返す．
もし，op が結合的で，e がその単位元になっている
とすると，foldl op e が reduce を表現しているこ
とは以下のように確かめられる．長さ 1 以上のリス
ト [a1, a2, . . . , an]について，
foldl (⊕) e [a1, a2, . . . , an]

= ((e ⊕ a1) ⊕ a2) ⊕ · · · ⊕ an

= e ⊕ a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an (⊕の結合性より)

= a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an (eは⊕の単位元)

となるからである．同様に，この定義によって，reduce

の性質 (3) および (4) が満たされる．特に，この定
義では xまたは y が nil の場合でも (4) が成立する．
しかし，一般に，結合的な演算子に単位元が存在す

るとは限らない．そこで先ほどの reduce_mono に加
えて以下のような関数 reduce1 を用意した．

Section reduce1.

Variables (A : Type) (op : A -> A -> A).

Definition reduce1 (a : assoc op) (d : A)

(x : list A) : A :=

match x with

| nil => a

| a’ :: x => foldl op a’ x

end.

End reduce1.

この reduce1 は，第 1 引数として assoc op型の項
aをとる．assoc opは，opが結合的な演算子である
という命題を表現した型である．reduce1は，第 2引
数のリストが nil の場合には定義されない部分関数
と考えるのが自然であるため，4. 2節で説明した部分
関数を定義する方針に従って実装されている．すなわ
ち，第 2引数が nil の時は，標準の値である dを返

し，そうでない場合は，リストの先頭の値である a’

を使い，foldl によって reduce を表現している．こ
の reduce1も，reduce_monoと同じく，reduce の性
質 (3) および (4) を満たしていることが証明できる．
以上のように，高階関数を定義する際に，関数だけ

ではなく，関数がもつ性質の証明を引数として取るこ
とで，より強力な運算規則を証明できる場合があるこ
とがわかる．

5 まとめと今後の課題
本稿では，プログラム運算を支援するために，Coq

の tactic および記法のライブラリを開発したことを
紹介した．また，Theory of Lists を表現する中で得
られた，プログラムおよび証明を簡潔に，自然に記述
するための手法について紹介した．
今後の課題として，自動的にプログラム運算をする

ための tacticや，ユーザーが自動プログラム運算を記
述するのを支援するライブラリを実装することが考え
られる．形式的に証明された定理のみを用いて，自動
的にプログラム運算をするシステムがあれば，信頼性
が高く，効果の高い効率化が行えると期待される．そ
の点で，Ltacによって Coqに tacticを追加するとい
う方法は，変更が容易で，自動証明をプログラミング
でき，そのユーザーは対話的に使えるなどの性質をも
つため，さまざまな応用の余地があると考えている．
また，宣言的に証明を記述するためのCoqの機能で
ある C-zarの利用も議論してゆきたいと考えている．
謝辞 本稿の改善に協力した松崎公紀氏と森畑明昌

氏に感謝する．
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