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Chapitre 1Introdu
tionPlusieurs appli
ations de l'informatique n�e
essitent des performan
es queseules les ma
hines massivement parall�eles peuvent o�rir. Mais la 
on
eption delangages adapt�es est diÆ
ile si on 
her
he �a 
on
ilier simpli
it�e et eÆ
a
it�e.Deux types de programmations sont g�en�eralement utilis�es : la programma-tion s�equentielle, fa
ile d'appro
he mais limit�ee par l'utilisation de tableaux etde bou
les, et la programmation 
on
urrente, 
ombinant un langage s�equentielet une biblioth�eque de 
ommuni
ation mais d'une grande 
omplexit�e due �a l'in-determinisme et la possibilit�e de blo
age.D'o�u l'id�ee de 
on
ilier le mod�ele BSP [13℄ et la programmation fon
tionnelle.Le mod�ele BSP introduit le parall�elisme de donn�ees qui apporte le determinismeet le non-blo
age. La programmation fon
tionnelle �evite l'utilisation de tableauxet de bou
les.Les deux prin
ipales 
at�egories d'asso
iation de la programmation fon
tion-nelle et du parall�elisme sont les extensions expli
itement parall�eles des langagesfon
tionnels et les implantations parall�eles ave
 s�emantique fon
tionnelle. Lapremi�ere aboutit �a des langages soit ind�eterministes soit fon
tionnels \impurs",la deuxi�eme des langages qui n'expriment pas dire
tement les algorithmes pa-rall�eles et qui ne permettent pas de pr�evoir le temps d'ex�e
ution.Les langages �a partons permettent de rompre ave
 
es 
ontraintes. Puisqu'unensemble �x�e d'op�erateurs sont ex�e
ut�es en parall�ele.Le formalisme BS� [12℄ ajoute au �-
al
ul des op�erations expli
itement pa-rall�eles BSP tout en 
onservant une s�emantique purement fon
tionnelle. De plus,�etant bas�e sur le mod�ele BSP, il permet une pr�e
ision r�ealiste et portable desperforman
es.Une implantation de 
es op�eration BSP, sous forme d'une biblioth�eque pourOCaml, a �et�e r�ealis�ee [1℄ et a montr�e la possibilit�e des pr�e
ision des perfor-man
es.Toutefois, au
un lien formel n'existe entre le BS�-
al
ul et 
ette biblioth�equeBSMLlib. Le but du travail e�e
tu�e est de fournir un tel lien, en proposant unema
hine abstraite parall�ele r�ealisant une strat�egie parti
uli�ere du BS�-
al
ul.Le BS�-
al
ul repose sur une distin
tion syntaxique entre termes lo
aux(pr�esents sur un pro
esseur) et termes globaux (objets parall�eles). Conserverune distin
tion syntaxique aurait oblig�e �a maintenir 
ette distin
tion dans lama
hine abstraite, rendant plus diÆ
ile sa 
on
eption.Nous avons don
 
hoisi de pr�esenter un BS�-
al
ul simplement typ�e, dont la2



s�emantique naturelle est toutefois 
orre
te par rapport au BS�p-
al
ul [10℄(unevariante \ve
torielle" de BS�).Apr�es les pr�eliminaires (Chapitre 2), nous reprenons une pr�esentation simi-laire �a 
elle de Mini-ML [3℄ : syntaxe (Se
tion 3.1), s�ematique naturelle (Se
tion3.3), typage monomorphe (Se
tion 3.4) et ma
hine �a pile (Se
tion 3.5). Nouspr�esentons en�n une s�emantique naturelle ave
 
oûts (Se
tion 3.6) et l'illustronssur des exemples de programmes. Les 
oûts d�etermin�es par 
ette s�emantiquer�ealisent une version parall�ele BSP du d�e
ompte des instru
tions de haut ni-veau, 
omme approximation de temps de 
al
ul.
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Chapitre 2Pr�eliminairesCette se
tion est tir�ee des publi
ations ([11℄,[8℄,[3℄) sauf pour les se
tions2.4.1 et 2.5.3.2.1 Mod�ele BSPLe mod�ele Bulk-Syn
hronous Parallelism (BSP) est un mod�ele de program-mation parall�ele introduit par Valiant [13℄ pour o�rir un niveau d'abstra
-tion 
omparable aux mod�eles PRAM tout en permettant des performan
espr�evisibles et portables sur une large vari�et�e d'ar
hite
tures. Un ordinateurBSP 
ontient un ensemble de paires pro
esseur-m�emoire, un r�eseau de 
om-muni
ation permettant l'�e
hange de messages inter-pro
esseur et une unit�e desyn
hronisation globale qui ex�e
ute des demandes 
olle
tives de barri�eres desyn
hronisation. Ses performan
es sont 
ara
t�eris�ees par trois param�etres : lenombre p de paires de pro
esseur-m�emoire, le temps l n�e
essaire �a une barri�erede syn
hronisation et le temps g n�e
essaire �a une 1-relation (phase de 
ommu-ni
ation o�u 
haque pro
esseur envoie ou re�
oit au plus un mot). Pour n'importequel h le r�eseau peut r�ealiser une h-relation, 
'est-�a-dire une phase de 
ommu-ni
ation o�u 
haque pro
esseur envoie ou re�
oit au plus h mots, en temps gh.Un programme BSP est ex�e
ut�e 
omme une s�equen
e de super-�etapes, 
ha-
une �etant au plus divis�ee en trois phases su

essives et logiquement disjointes(Figure 2.1).Pendant la premi�ere phase, 
haque pro
esseur utilise ses donn�ees lo
ales pourdu 
al
ul s�equentiel et pour demander des transferts de donn�ees vers ou depuisd'autres noeuds. Pendant la se
onde phase, le r�eseau e�e
tue les transferts dedonn�ees demand�ees. Pendant la trois�eme phase, une barri�ere de syn
hronisa-tion se produit, rendant disponibles pour la super-�etape suivante les donn�eestranf�er�ees. Le temps d'ex�e
ution d'une super-�etape s est ainsi la somme dumaximum des temps de 
al
uls lo
aux, du temps de 
ommuni
ation des donn�eeset du temps de syn
hronisation globale :T ime(s) = maxi:pro
esseur w(s)i +maxi:pro
esseur h(s)i � g + lo�u w(s)i = temps de 
al
ul lo
al du pro
esseur i durant la super-�etape set h(s)i = maxfh(s)i+ ;h(s)i�g o�u h(s)i+ (resp. h(s)i� ) est le nombre de mots transmis4
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Fig. 2.1 { Super-�etapes BSP(resp. re�
us) par le pro
esseur i durant la super-�etape s. Le temps d'ex�e
utionPs T ime(s) d'un programme BSP 
ompos�e de S super-�etapes est la somme destrois termes : W +H � g + S � l o�u W = Psmaxi wi(s) et H = Psmaxi h(s)i .En g�en�eral W;H et S sont fon
tions de p et de la taille des donn�ees n, ou deparam�etres plus 
omplexes. Pour minimiser le temps d'ex�e
ution, un algorithmeBSP doit minimiser 
onjointement le nombre de super-�etapes, le volume totalH (resp. W ) et les d�es�equilibres h(s) (resp. w(s)) de 
ommuni
ation (resp. de
al
ul lo
al).2.2 Le BS�-
al
ul2.2.1 SyntaxeNous 
onsid�erons l'ensemble _V des variables lo
ales et l'ensemble �V des va-riables globales. Nous notons _x; _y; : : : les variables lo
ales et �x;�y; : : : les variablesglobales 1. x d�enote une variable soit lo
ale soit globale.La syntaxe de BS� 
ommen
e ave
 les termes lo
aux e : 
e sont des �-termesrepr�esentant des valeurs ou des programmes sto
k�es dans la m�emoire lo
aled'un pro
esseur. L'ensemble _T des termes lo
aux est donn�e par la grammairesuivante : e ::= _x j e e j � _x: e j 
o�u _x d�enote une variable lo
ale arbitraire. Nous notons (e1 ! e2;e3) la 
ondi-tionnelle e1 e2 e3. L'op�eration bool�eenne) est aussi suppos�ee être en
od�ee sousforme de �-terme [2℄.Les termes prin
ipaux E de BS� sont appel�es termes globaux et repr�esententdes 
hamps de donn�ees, 
'est-�a-dire des fon
tions d'un ensemble �x�e de pro
es-1. Le point _ symbolise un pro
esseur pr�e
is du r�eseau, la barre � symbolise le r�eseau toutentier 5



seurs vers des valeurs. Les noms des pro
esseurs ne sont pas sp�e
i��es mais l'onsuppose que 
e sont des �-termes 
los de telle sorte que les 
hamps de donn�eespuissent être exprim�es intentionnellement par une 
onstante sp�e
iale appel�ee �(pour objet parall�ele). Le terme � e repr�esente un 
hamp de donn�ees dont lesvaleurs sont donn�ees par la fon
tion e (Figure 2.2, pour illustration les noms depro
esseurs seront toujours 0; : : : ;p� 1).e 0 e i e (p�1)0 i p� 1
Fig. 2.2 { Le terme �eL'ensemble �T des termes globaux est donn�e par la grammaire suivante :E ::= �x j E E j E e j ��x: E j � _x: Ej � e j E#E j E?E j E e! E;Eet a la signi�
ation suivante.Soit p le nombre �ni des noms de pro
esseurs N = fni j 0 � i < pg, 
ha
un�etant un �-terme 
los. Les termes globaux d�enotent des fon
tions de N versdes valeurs lo
ales, des fon
tions entre elles ou des fon
tions des termes lo
auxvers de telles fon
tions. En parti
ulier, la d�enotation de � e a, au pro
esseur ni,la valeur (forme normale) de e ni. Les formes E1#E2 et E1?E2 sont appel�eesappli
ation parall�ele (apply-par) et get respe
tivement. Apply-par repr�esentel'appli
ation point �a point d'un 
hamp de fon
tions �a un 
hamp de valeurs (phasede 
al
ul pur d'une super-�etape BSP). Get repr�esente la phase de 
ommuni
ationd'une super-�etape BSP : un �e
hange 
olle
tif de donn�ees ave
 une barri�ere desyn
hronisation. Dans E1?E2, le 
hamp de donn�ees r�esultant 
ontient les valeursde E1 prises aux noms de pro
esseurs d�e�nis dans E2. La signi�
ation exa
tede apply-par et get est d�e�nie par les �equations de BS�. La derni�ere formede terme global d�e�nit la 
onditionnelle globale syn
hrone. La signi�
ation deE1 e! E2;E3 est 
elle de E2 (resp. E3) si le 
hamp de donn�ees d�enot�e par E1 ala valeur T (resp. F ) au pro
esseur de nom d�enot�e par e.2.2.2 S�emantique �equationnelleL'�egalit�e des termes lo
aux est simplement la �-�equivalen
e : la fermeturer�e
exive, sym�etrique et transitive de(�) (� _x: e)e0 = e[ _x e0℄appliqu�ee �a n'importe quel sous-terme.L'�egalit�e des termes globaux est d�e�nie par des r�egles bas�ees sur la syntaxeet des r�egles de 
ontexte qui d�eterminent l'appli
abilit�e des premi�eres. Nousdonnons maintenant les r�egles bas�ees sur la syntaxe :Il y a d'abord les axiomes 
on
ernant la beta-�equivalen
e globale.(B) (��x: E)E0 = E[�x E0℄(B0) (� _x: E)e0 = E[ _x e0℄6



Puisque les termes (� _x:E1)E2 sont syntaxiquement 
orre
ts, mais que la sub-stitution E1[ _x  E2℄ n'est pas syntaxiquement 
orre
te, les deux r�egles (B) et(B0) sont n�e
essaires.Il y a �egalement des axiomes 
on
ernant l'intera
tion du 
onstru
teur de
hamp � ave
 les autres op�erations BSP.Les �equations (?�) (Figure 2.3) et (#�) (Figure 2.4) en
odent la signi�
ationd�enotationelle des op�erations BSP sur les 
hamps. En parti
ulier, get est la
omposition fon
tionnelle �a l'int�erieur du �. La valeur de � e1?� e2 au pro
esseurde nom ni est e1 (e2 ni), 
'est-�a-dire la valeur de � e1 au pro
esseur de nom e2 ni.On notera qu'en pratique 
e
i repr�esente une op�eration o�u 
haque pro
esseurreoit une (et une seule) valeur d'un et d'un seul autre pro
esseur. De nouveauxop�erateurs de 
ommuni
ation (multiget et put) permettent de se lib�erer de 
ette
ontrainte [11℄. (?�) 8i2N : e2 i :=n2N(� e1)?(� e2) = �(� _x: e1(e2 _x))

e1 i
e1 i e2 j = i
i j�e1�e2?

Fig. 2.3 { La r�egle (?�)(#�) (� e1)#(� e2) = �(� _x: (e1 _x)(e2 _x))La 
onditionnelle globale syn
hrone est d�e�nie par deux r�egles dont lesnum�erateurs font r�ef�eren
e �a des 
al
uls lo
aux.( e! T ) e e0 := T e0 2 N(� e) e0! E1;E2 = E1( e! F ) e e0 := F e0 2 N(� e) e0! E1;E2 = E2Les deux r�egles pr�e
�edentes (Figure 2.5 pour le premier 
as) g�en�erent le 
al-
ul BSP suivant : premi�erement une phase de 
al
ul pur o�u tous les pro
esseurs�evaluent le terme lo
al e0 
onduisant �a la valeur v. Le pro
esseur v prend alors7



e2 i(e1 i)(e2 i)
e1 i�e2#�e1
i

Fig. 2.4 { La r�egle (#�)e e0TE1
e0� e

Fig. 2.5 { La r�egle ( e! T )l'initiative d'�evaluer e v donnant la valeur v0. Si v0 � T (resp. F ) alors le pro-
esseur v di�use l'ordre d'�evaluation globale de E1 (resp. E2); sinon le 
al
ul�e
houe.Les r�egles de 
ontexte de BS� sont nombreuses : toutes les �equations pr�e
�edentespeuvent être appliqu�ees dans n'importe quel 
ontexte.2.2.3 BS�pLe BS�p-
al
ul est une extension du BS�-
al
ul dont les stru
tures de donn�eesparall�eles sont plates et 
orrespondent physiquement aux pro
esseurs. Les 
hampsde donn�ees sont �enum�er�es sur les noms de pro
esseurs 0;:::;p�1. Le terme BS�p�f devient ainsi < f0;:::;f(p� 1); f >. On ajoute f pour illustrer la possibilit�ede r�edu
tion parall�ele.Quelques modi�
ations pour pr�e
iser les �e
hanges des valeurs pour l'instru
-tion put [11℄An
ien put du BS�p:! < f0;:::;fp�1 >=< :::;�j:(inN j ! (tkjki);n
);:::8



ave
 inN tel que inNn! true pour 
haque pro
esseur n. Le terme (
! t1;t2)�etant l'expression d'une 
onditionnelle.Nouveau put :! < f0;:::;fp�1 >=< :::; �j:((j = 0! f0i;(j = 1! f1i;(:::;n
)):::)| {z }pro
 i ;::: >2.3 BSMLlibBSML est un langage purement fon
tionnel de donn�ees parall�eles 
on�
u pourprogrammer des algorithmes BSP. La BSMLlib est l'implantation du formalismeBS�.Le BSML est bas�e sur :1. une variable npro
s li�ee �a l'ext�erieur du programme dont la valeur est p,le nombre statique de pro
esseurs.2. un 
onstru
teur de types polymorphe Par tel que 'a Par repr�esente letype des ve
teurs parall�eles de largeur p 
ontenant des valeurs de type 'a,une par pro
esseur. L'imbri
ation de types Par est interdite et un 
om-pilateur pourrait v�eri�er que 
ette restri
tion est respe
t�ee. Ce
i am�eliorepar exemple DPML/Caml Flight [7, 5℄ dans lequel la stru
ture de 
ontrôleparall�ele globale syn
 �etait empê
h�ee dynamiquement de s'imbriquer [6℄.3. des fon
tions mkpar, apply, get, put et une 
onditionnelle ifat d�e
rites
i-apr�es.Les valeurs parall�eles sont 
r�e�ees parmkpar: (int ->'a) ->'a Parqui est telle que (mkpar f) 
ontient (f i) sur le pro
esseur i2 f0; : : : ;(p�1)g.Un algorithme BSP est exprim�e par la 
ombinaison de 
al
uls lo
aux asyn-
hrones et de phases de 
ommuni
ations globales ave
 des syn
hronisations glo-bales. Nous n'exprimons les 
ommuni
ations point �a point que 
olle
tivemententre tous les pro
esseurs et ignorons la distin
tion entre la demande d'une 
om-muni
ation et sa r�ealisation �a la barri�ere de syn
hronisation 
omme 
'est le 
asave
 BSPlib.Les phases de 
al
uls asyn
hrones sont programm�ees par :apply: ('a ->'b)Par ->'a Par ->'b Parqui est telle que apply (mkpar f) (mkpar e) 
ontient (f i) (e i) au pro-
esseur i.Les phases de 
ommuni
ations et syn
hronisations sont exprim�ees par :get: 'a Par ->(int list Par) ->(Hash(int,'a))Partelle que (get(mkpar x)(mkpar y)) 
ontient f(j, x j) | j in (y i)g aupro
esseur i (si nous identi�ons une table de ha
hage �a un ensemble).Il y a �egalement une op�eration put duale de get :put: (int * 'a) list Par ->(Hash(int,'a))Parles pro
esseurs indiquent les pro
esseurs destinations de leurs donn�ees lo
ales.put permet d'�e
onomiser des barri�eres de syn
hronisation dans 
ertains algo-rithmes.Le langage 
ontient �egalement une 
onditionnelle syn
hrone ifat telle queifat (v,i,v1,v2) s'�evalue �a v1 ou v2 selon la valeur de v au pro
esseur i. Son\type" est :ifat: bool Par * int * 'a Par * 'a Par ->'a Par9



O
aml �etant un langage stri
t, la 
onditionnelle globale ne peut être implant�ee
omme une fon
tion. La librairie BSMLlib 
ontient en fait une fon
tionat : bool Par ->int ->bool�a utiliser ave
 la 
onditionnelle 
lassique de O
aml :if (at v i) then v1 else v2Un langage BSML pourrait r�ealiser ifat par une 
onstru
tion propre.2.4 Mi
ro-MLL'�etude du mini-ML (un petit sous-ensemble des langages de la famille ML)formalis�e par Clement et al. [3℄ met en �eviden
e une s�emantique dynamique quinous sert pour �etablir 
elle du mi
ro-ML. Le mi
ro-ML sera ensuite �etendu pour
r�eer le BS� simplement typ�e.Pour 
e mi
ro-ML, la grammaire des termes lo
aux est la suivante (
ettegrammaire sera �etendue Chapitre 3 pour prendre en 
ompte les op�erateurs pa-rall�eles) :e ::= x j n j b j fun (x : t)! e j let (x : t) = e in ej letre
 (f : t! t0) x = e in e j if e then e else e j e = e j e eLa grammaire des valeurs est la suivante :val ::= 
 j �x:eVoi
i la s�emantique pour les termes lo
aux du mi
ro-ml :A gau
he de �, l'expression mi
ro-ml ; �a droite, la valeur �evalu�ee pour 
etteexpression. [CONST℄ 
� 
[FUN℄ fun (x : t)! e� fun (x : t)! e[LET℄ e1 � v1 e2[x v1℄� vlet (x : t) = e1 in e2 � v[REC℄ e(Re
 e)x� v(Re
 e)x� vREC est un op�erateur de point �xe qui asso
ie �a une fon
tionnelle F ayant letype (t ! t) un point �xe not�e Re
 F de type t 
'est-�a-dire une valeur ayantla propri�et�e Re
 F = F (Re
 F). Une appli
ation de la forme Re
 e sera sapropre valeur et ne donnera lieu �a une �evaluation que lorsqu'elle sera appliqu�ee�a un argument suppl�ementaire. De 
ette fa�
on, le 
al
ul in�ni sera �evit�e.[LETREC℄ e2[f  Re
(fun(f : t! t0)! fun(x : t)! e1)℄� vletre
 (f : t! t0) x = e1 in e2 � v[IFT℄ e1 � true e2 � vif e1 then e2 else e3 � v10



[IFF℄ e1 � false e3 � vif e1 then e2 else e3 � v[EQ℄ e1 � v e2 � ve1 = e2 � true[NEQ℄ e1 � v1 e2 � v2 v1 6= v2e1 = e2 � false[APP℄ e1 � fun (x : t)! e e2 � v2 e[x v2℄� ve1e2 � v2.4.1 ExempleTra
e de l'�evaluation d'un terme utilisant une fon
tion fa
torielle :A gau
he du : le terme BS� simplement typ�e ; �a droite son evaluation.Terme valuer :letre
 (f:int->int) x= if x<=0 then 1 else x*(f (x-1)) in f 2;;fun (x:int) -> fun (f:(int -> int)) -> if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1) : go g=fun (x:int) -> fun (f:(int -> int)) -> if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1)2 : 2fun (f:(int -> int)) -> if 2<=0 then 1 else 2*(f) (2-1) :fun (f:(int -> int)) -> if 2<=0 then 1 else 2*(f) (2-1)(g) (2) : fun (f:(int -> int)) -> if 2<=0 then 1 else 2*(f) (2-1)re
 (g) : re
 (g)0 : 02 : 22<=0 : falseg : g1 : 12 : 22-1 : 1fun (f:(int -> int)) -> if 1<=0 then 1 else 1*(f) (1-1) :fun (f:(int -> int)) -> if 1<=0 then 1 else 1*(f) (1-1)(g) (2-1) : fun (f:(int -> int)) -> if 1<=0 then 1 else 1*(f) (1-1)re
 (g) : re
 (g)0 : 01 : 11<=0 : falseg : g1 : 11 : 11-1 : 0 11



fun (f:(int -> int)) -> if 0<=0 then 1 else 0*(f) (0-1) :fun (f:(int -> int)) -> if 0<=0 then 1 else 0*(f) (0-1)(g) (1-1) : fun (f:(int -> int)) -> if 0<=0 then 1 else 0*(f) (0-1)re
 (g) : re
 (g)0 : 00 : 00<=0 : true1 : 1if 0<=0 then 1 else 0*(re
 (g)) (0-1) : 1((g) (1-1)) (re
 (g)) : 1(re
 (g)) (1-1) : 11 : 11*(re
 (g)) (1-1) : 1if 1<=0 then 1 else 1*(re
 (g)) (1-1) : 1((g) (2-1)) (re
 (g)) : 1(re
 (g)) (2-1) : 12 : 22*(re
 (g)) (2-1) : 2if 2<=0 then 1 else 2*(re
 (g)) (2-1) : 2((g) (2)) (re
 (g)) : 2(re
 (g)) (2) : 2letre
 (f:(int -> int)) x = if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1) in (f) (2) : 22.5 SECD ma
hineLa SECDma
hine a �et�e introduite par Landin [9℄ et utilis�ee par Henderson [8℄pour implanter une variante du langage Lisp de mani�ere portable et enti�erementdo
ument�ee.Son nom provient de ses 4 registres :{ S : la pile (sta
k), 
ontient les r�esultats interm�ediaires durant le 
al
ul desvaleurs des expressions.{ E : l'environnement, 
ontient les valeurs li�ees aux variables pendant l'�evaluation.{ C : la liste de 
ontrôle , 
ontient le programme en langage ma
hine en
ours d'ex�e
ution.{ D : la sauvegarde (dump), sauvegarde les valeurs des autres registres lorsd'appel de fon
tion.Nous allons l'utiliser pour r�ealiser une ma
hine pour implanter notre langageBS� simplement typ�e.2.5.1 La ma
hineUne transition repr�esente l'ex�e
ution de la 
ommande au sommet de la pile
, ave
 l'environnement e, les valeurs dans la pile s et une sauvegarde dans d.Les transitions de la SECD ma
hine pour les termes lo
aux sont pr�esent�eesFigure 2.6.On s'interesse plus parti
uli�erement aux num�eros 8 et 9 qui 
on
ernent la12



r�e
ursivit�e.La transition 8 met la valeur RECLO(f;x;C;E) au sommet de la pile de valeurs,La transition 9 agit �a la mani�ere de la s�ematique ave
 l'op�erateur REC8 : (S;E;REC(f;x;C 0) :: C;D)) (RECLO(f;x;C 0;E) :: S;E;C;D)La 
ommande REC(f;x;C 0) est l'amor
e de la r�e
ursion de la fon
tion f. Ellemet la fermeture r�e
ursive de f en sommet des piles de valeurs, sans 
hanger nil'environnement, ni le dump.9 : (v :: RECLO(f;x;C 0;E0) :: S;E;APP :: C;D)) (v :: CLO(x;C 0;(f;RECLO(f;x;C 0;E0)) ::E0) :: S;E;APP :: C;D)La 
ommande APP ave
 une valeur v en sommet de la pile s et la valeur RECLO(f;x;C 0;E0)permet l'appli
ation r�e
ursive de la fon
tion. Elle �e
hange la fermeture r�e
ursivepar la fermeture 
lassique dans laquelle f est asso
i�ee �a la fermeture r�e
ursive.2.5.2 CompilationLa fon
tion de 
ompilation [[℄℄ : e! (Com)� pour les termes lo
aux est d�e
ritepar la Figure 2.7.Les valeurs sont : Com ::= FUN j CLO j REC j RECLO j IF j EQCLO est la fermeture de fon
tion.REC est l'op�erateur de r�e
ursivit�e.RECLO est la fermeture de fon
tion r�e
ursive.2.5.3 ExempleLa fon
tion fa
torielle :letre
 (f : int! int)x = ( if x = 0 then 1 else (x�(f(x�1)))) in f 3Compilation :[[letre
(f : int! int)x = ( if x = 0 then 1 else (x�(f(x�1)))) in f 3℄℄= FUN(f;[[f 3℄℄) :: REC(f;x;[[( if x = 0 then 1 else (x � (f(x� 1))))℄℄) :: APP= FUN(f;f :: 3 :: APP) :: REC(f;x;[[x = 0℄℄ :: IF([[1℄℄;[[(x � (f(x� 1)))℄℄)) :: APP= FUN(f;f :: 3 :: APP) :: REC(f;x;x :: 0 ::=:: IF(1;x :: [[(f(x� 1))℄℄ :: �)) :: APP= FUN(f;f :: 3 :: APP) :: REC(f;x;x :: 0 ::=:: IF(1;x :: f :: [[(x�1)℄℄ :: APP :: �)) :: APP= FUN(f;f :: 3 :: APP) :: REC(f;x;x :: 0 ::=:: IF(1;x :: f :: x :: 1 :: � :: APP :: �)) :: APPExe
ution (Figure 2.8):Quelques notations pour all�eger le tableau d'ex�e
ution :[[e℄℄ = x :: 0 ::=:: IF(1;x :: f :: x :: 1 :: � :: APP :: �)E1 = (f;RECLO(f;x;[[e℄℄;E))D0 = (E;C)D1 = ((f;RECLO(f;x;[[e℄℄;E)) :: E;[℄)D2 = ((x;3) :: (f;RECLO(f;x;[[e℄℄;E)) :: E;�)D3 = ((x;2) :: (f;RECLO(f;x;[[e℄℄;E)) :: E;�)D4 = ((x;1) :: (f;RECLO(f;x;[[e℄℄;E)) :: E;�)



AVANT APRESS E C D S E C D1 S E [℄ (E0;C0) :: D S E0 C0 D2 S E x :: C D E(x) :: S E C D3 S E n :: C D n :: S E C D4 S E b :: C D b :: S E C D5 S E FUN(x;C0) :: C D CLO(x;C0;E) :: S E C D6 v :: CLO(x;C0;E0) :: S E APP :: C D S (x;v) :: E0 C0 (E;C) :: D7 v1 :: v2 :: S E � :: C D (v1 � v2) :: S E C D8 S E REC(f;x;C0) :: C D RECLO(f;x;C0;E) :: S E C D9 v :: RECLO(f;x;C0;E0) :: S E APP :: C D v :: CLO(x;C0;(f;RECLO(f;x;C0;E0)) :: E0) :: S E APP :: C D10 true :: S E (IF(C1;C2)) :: C D S E C1�C D11 false :: S E (IF(C1;C2)) :: C D S E C2�C D

Fig.2.6{Transitionsdelase
d
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BS� simplement typ�e Commandes
 
e1 � e2 [[e1℄℄ :: [[e2℄℄ :: �fun(x : t)! e FUN(x;[[e℄℄)let (x : t) = e1 in e2 FUN(x;[[e2℄℄) :: [[e1℄℄ :: APPletre
 (f : t) x = e1 in e2 FUN(f;[[e2℄℄) :: REC(f;x;[[e1℄℄) :: APPif e1 then e2 else e3 [[e1℄℄ :: IF([[e2℄℄;[je3j℄)e1 = e2 [[e1℄℄ :: [[e2℄℄ :: EQe1e2 [[e1℄℄ :: [[e2℄℄ :: APPFig. 2.7 { 
ompilation

15



S E FUN(f;f :: 3 :: APP) :: REC(f;x;[[e℄℄) :: APP :: C DCLO(f;f :: 3 :: APP;E) :: S E REC(f;x;[[e℄℄) :: APP :: C DRECLO(f;x;[[e℄℄;E) :: CLO(f;f :: 3 :: APP;E) :: S E APP :: C DS (f;RECLO(f;x;[[e℄℄;E)) :: E f :: 3 :: APP D0 :: DRECLO(f;x;[[e℄℄;E) :: S E1 :: E 3 :: APP D0 :: D3 :: RECLO(f;x;[[e℄℄;E) :: S E1 :: E APP D0 :: D3 :: CLO(x;[[e℄℄;E1 :: E) :: S E1 :: E APP D0 :: DS (x;3) :: E1 :: E [[e℄℄ D1 :: D0 :: DS (x;3) :: E1 :: E x :: 0 ::=:: IF(1;x :: f :: x :: 1 :: � :: APP :: �) D1 :: D0 :: D..2 :: RECLO(f;x;[[e℄℄;E) :: 3 :: S (x;3) :: E1 :: E APP :: � D1 :: D0 :: D2 :: CLO(x;[[e℄℄;E1 :: E) :: 3 :: S (x;3) :: E1 :: E APP :: � D1 :: D0 :: D3 :: S (x;2) :: E1 :: E [[e℄℄ D2 :: D1 :: D0 :: D..1 :: RECLO(f;x;[[e℄℄;E) :: 2 :: 3 :: S (x;2) :: E1 :: E APP :: � D2 :: D1 :: D0 :: D1 :: CLO(x;[[e℄℄;E1 :: E) :: 2 :: 3 :: S (x;2) :: E1 :: E APP :: � D2 :: D1 :: D0 :: D1 :: CLO(x;[[e℄℄;E1 :: E) :: 2 :: 3 :: S (x;2) :: E1 :: E APP :: � D2 :: D1 :: D0 :: D1 :: CLO(x;[[e℄℄;E1 :: E) :: 2 :: 3 :: S (x;2) :: E1 :: E APP :: � D2 :: D1 :: D0 :: D2 :: 3 :: S (x;1) :: E1 :: E [[e℄℄ D3 :: D2 :: D1 :: D0 :: D..0 :: RECLO(f;x;[[e℄℄;E) :: 1 :: 2 :: 3 :: S (x;1) :: E1 :: E APP :: � D3 :: D2 :: D1 :: D0 :: D0 :: CLO(x;[[e℄℄;E1 :: E) :: 1 :: 2 :: 3 :: S (x;1) :: E1 :: E APP :: � D3 :: D2 :: D1 :: D0 :: D1 :: 2 :: 3 :: S (x;0) :: E1 :: E [[e℄℄ D4 :: D3 :: D2 :: D1 :: D0 :: D1 :: 2 :: 3 :: S (x;0) :: E1 :: E x :: 0 ::=:: IF(1;x :: f :: x :: 1 :: � :: APP :: �) D4 :: D3 :: D2 :: D1 :: D0 :: D..1 :: 1 :: 2 :: 3 :: S (x;0) :: E1 :: E D4 :: D3 :: D2 :: D1 :: D0 :: D1 :: 1 :: 2 :: 3 :: S (x;1) :: E1 :: E � D3 :: D2 :: D1 :: D0 :: D1 :: 2 :: 3 :: S (x;1) :: E1 :: E D3 :: D2 :: D1 :: D0 :: D1 :: 2 :: 3 :: S (x;2) :: E1 :: E � D2 :: D1 :: D0 :: D2 :: 3 :: S (x;2) :: E1 :: E D2 :: D1 :: D0 :: D2 :: 3 :: S (x;3) :: E1 :: E � D1 :: D0 :: D6 :: S (x;3) :: E1 :: E D1 :: D0 :: D6 :: S E1 :: E D0 :: D6 :: S E C D

Fig.2.8{Exemple:fa
torielle
16



Chapitre 3BS� simplement typ�eLe BS� simplement typ�e est une extension du mi
ro-ML pr�esent�e pr�e
�edement(Se
tion 2.4.1)�a l'aide des op�erations parall�eles du BS�-
al
ul. La di��eren
e es-sentielle est dans le typage des termes.Pour traiter le parall�elisme, il faut introduire de nouveaux termes.3.1 Grammaires{ TermesL'ensemble des termes ajout�es pour le parall�elisme est donn�e par la gram-maire suivante :1. Termes lo
aux :e ::= is-n
 eis-n
 est un symbole-fon
tion pour une fon
tion qui retourne unbool�een : test d'�egalit�e ave
 la 
onstante polymorphe n
.2. Termes globaux :e ::= mkpar e j apply e ej if e at e then e else ej get e e j put emkpar est le 
ontru
teur paral�ele. Il permet d'appliquer l'expressione �a tous les pro
esseurs.apply est l'appli
ateur parall�ele. Il permet l'appli
ation point �a point.if ... at ... est la 
onditionnelle globale.get est le multi-get, un �e
hange 
olle
tif de donn�ees ave
 syn
hroni-sation (re
eption de messages).put est le put. C'est un 
ompl�ement du get en envoi de message.3. Les termes suivants peuvent être lo
aux ou globaux :e ::= fun (x : t)! e j let (x : t) = e in ej letre
 (f : t! t0) x = e in ej if e then e else e j e ePour les termes fun, let et letre
 on ajoute le type de la variable17



pour permettre les restri
tions vis �a vis de l'appli
ation.{ Constantes
 ::= npro
s j n
npro
s est le nombre de pro
esseurs, n
 est la valeur \no 
ommuni
a-tion" pour les instru
tions d'�e
hanges.{ TypesPour respe
ter les sortes global et lo
al, on introduit la sorte _t pour lestypes \lo
aux" et la sorte �t pour les types \globaux". Les types a

eptablessont d�e
rits par les grammaires suivantes :_t ::= int j bool j _t! _t�t ::= _t par j _t! �t j �t! �tt ::= _t j �tLe type de forme �t! _t n'est pas a

eptable.{ ValeursA la grammaire de valeurs d�e�nies dans la se
tion 2.4.1 (val ::= 
 j �x:e)On ajoute les valeurs ve
torielles : < val;:::;val >On a ainsi 
omme grammaire de valeurs : val� ::= 
 j �x:e j < val;:::;val >3.2 Op�erations parall�eles{ MKPARLe terme mkpar e repr�esente un ve
teur dont les valeurs sont donn�eespar la fon
tion e appliqu�ee �a 
haque num�ero de pro
esseur.{ APPLYLe terme apply e1e2 repr�esente l'appli
ation point a point des fon
tionse1 aux valeurs e2{ IFATLe terme if e1 at e2 then e3 else e4 repr�esente la 
onditionnelle glo-bale. Si la valeur du ve
teur e1 en e2 est true alors la valeur r�esultanteest donn�ee par e3 sinon par e4.{ GETLe terme get < v0;:::;vp�1 >< f0;:::;fp�1 > repr�esente le multi-�e
hangede donn�ees. Chaque fi est une fon
tion des noms de pro
esseurs vers lesvaleurs bool�eennes true ou false. Si fij = true alors le pro
esseur ire
evra le terme ej , si j 2 f0;:::;p�1g. Sinon le pro
esseur i ne re
evra au-
un message du pro
esseur j et la valeur au pro
esseur i sera une fon
tionqui appliqu�ee �a j donnera la valeur n
.Il permet aux pro
esseurs de re
evoir plusieurs messages di��erents.{ PUTLe terme put < f0;:::;fp�1 > permet d'envoyer plusieurs messagesdi��erents �a di��erents pro
esseurs en une seule super-�etape. Si fij = n
 ,il n'y a pas de 
ommuni
ation. Sinon la valeur fij est envoy�ee au pro
es-seur j par le pro
esseur i, �a 
ondition que i 2 f0;:::;p� 1g.18



3.3 S�emantique naturelleCette s�emantique d'�evaluation sert de d�e�nition �a notre langage. Ses juge-ments sont de la forme e�v o�u v 2 val[val�. A gau
he de �, l'expression BS�simplement typ�e ; �a droite, la valeur �evalu�ee pour 
ette expression.[NPROCS℄ npro
s � po�u p est une 
onstante (un nombre naturel � d�e�nie ext�erieurement (il y a ainsiune s�emantique du langage par valeur positive de p)[ISNCT℄ e� n
is n
 e � true[ISNCF℄ e� v 6= n
is n
 e � false[FUN℄ fun (x : t)! e� fun (x : t)! e[LET℄ e1 � v1 e2[x v1℄� vlet (x : t) = e1 in e2 � v[REC℄ e(Re
 e)x� v(Re
 e)x� v[LETREC℄ e2[f  Re
(fun(f : t! t0)! fun(x : t)! e1)℄� vletre
 (f : t! t0) x = e1 in e2 � v[IFT℄ e1 � true e2 � vif e1 then e2 else e3 � v[IFF℄ e1 � false e3 � vif e1 then e2 else e3 � v[EQ℄ e1 � v e2 � ve1 = e2 � true[NEQ℄ e1 � v1 e2 � v2 v1 6= v2e1 = e2 � false[APP℄ e1 � fun (x : t)! e e2 � v2 e[x v2℄� ve1e2 � v[MKPAR℄ e1 � fun (x : t)! e 8i e[x i℄� vimkpar e1� < v0;:::;vp�1 >19



La fon
tion repr�esent�ee par e1 est appliqu�ee en 
haque point au num�ero dupro
esseur.[APPLY℄ e1� < fun(x0 : t)! u0;:::;fun(xp�1 : t)! up�1 >e2� < w0;:::;wp�1 > 8i ui[xi  wi℄� viapply e1e2� < v0;:::;vp�1 >Chaque fon
tion fun (xi : int)! ui de ei est appliqu�ee �a la valeur wi de e2.[IFATT℄ e1� < v0;:::;vp�1 > e2 � n vn = true e3 � vif e1 at e2 then e3 else e4 � v[IFATF℄ e1� < v0;:::;vp�1 > e2 � n vn = false e4 � vif e1 at e2 then e3 else e4 � vLa valeur de e2 est �evalu�ee en 
haque pro
esseur pour d�eterminer quelle valeurbool�eenne sera prise en 
ompte pour le bran
hement.[GET℄ e1� < v0;:::;vp�1 > e2� < f0; : : : ;fp�1 >8i8j fij � bij req(i) = fjjbij = trueg = fni1;:::;nikigget e1 e2� < :::; fun ni1 ! vni1 j:::jniki ! vniki j ! n
| {z }lieu i ;::: >Chaque fi s'applique �a tous les num�eros de pro
esseurs j en une valeur bool�eenequi d�etermine �a quels pro
esseurs (j) la valeur vi sera transmise.[PUT℄ e� < f0;:::;fp�1 > 8i dest(i) = fjjfij � vij 6= n
gput e� < :::; fun nj1 ! vnj1jj : : :j njkj ! vnjkj jj ! n
| {z }lieu j ;::: > 8j:fnj1;:::;njkj g = fijj 2 dest(i)g
Chaque fi s'applique �a tous les num�eros de pro
esseurs j. Si la valeur n'est pasn
, elle est transmise au pro
esseur j, sinon elle ne l'est pas.La forme fun n0 ! v0j:::jnk ! vkj ! vz 
orrespond �a la 
onditionnelleimbriqu�ee :fun (x:int)-> if x=n0 then v0else (if x=n1 then v1else (...(if x=nk then vk else vz)...))3.3.1 Nouvelle s�emantique naturelle ave
 environnementPour des sou
is de preuve et de programmation, il nous semblait n�e
essaired'avoir une s�emantique d�evaluation ave
 un environnement. Cet environnementest essentiellement utile pour les fon
tions, puisque lors des �e
hanges de fon
-tions, il est utile de 
onserver l'environnement des variables li�ees. On a ainsi une20



des
ription plus pro
he de la ma
hine SECD 
ible. On a besoin de red�e�nir lesvaleurs pour 
ette s�emantique.valE ::= 
 j [�x:e;E℄ et val�E ::= 
 j [�x:e;E℄ j < valE ;:::;valE >[0℄ E(x) = vx�E v[FUN℄ E ` fun (x : t)! e�E [fun(x : t)! e;E℄[NPROCS℄ E ` npro
s �E p[IS NC℄ E ` e�E v E ` (v = n
 )�E bE ` Is n
 e�E b[LET℄ E ` e1 �E v1 (x;v1) :: E ` e2 �E vE ` let (x : t) = e1 in e2 �E v[REC℄ E ` e ( Re
 (f;e))x �E vE ` (Re
(f;e)x�E v[LETREC℄ (f;Re
(f;fun(f : t! t0)! fun(x : t)! e1)) :: E ` e2 �E vE ` letre
 (f : t! t0) x = e1 in e2 �E vPour traiter la r�e
ursivit�e, la di��eren
e essentielle ave
 la s�emantique pr�e
edenteest qu'on asso
ie la fon
tion r�e
ursive �a sa valeur exprim�ee �a l'aide de l'op�erateurde r�e
rusion Re
 dans l'environnement.[IFT℄ E ` e1 �E true E ` e2 �E vE ` if e1 then e2 else e3 �E v[IFF℄ E ` e1 �E false E ` e3 �E vE ` if e1 then e2 else e3 �E v[EQ℄ E ` e1 �E v E ` e2 �E vE ` e1 = e2 �E true[NEQ℄ E ` e1 �E v1 E ` e2 �E v2 v1 6= v2E ` e1 = e2 �E false[APP℄ E ` e1 �E [fun (x : t)! e;E0℄ E ` e2 �E v2 (x;v2) :: E0 ` e�E vE ` e1e2 �E v[MKPAR℄ E ` e1 �E [fun(x : t)! e;E0℄ 8i(x;i) :: E0 ` e�E viE ` mkpar e1�E < v0;:::;vp�1 >[APPLY℄ E ` e1�E < :::;[fun(x : t)! ui;Ei℄;::: >E ` e2�E < :::;wi;::: > 8i(x;wi) :: Ei ` ui �E viapply e1e2�E < :::;vi;::: >21



[IFATT℄ E ` e1�E < v0;:::;vp�1 > E ` e2 �E n vn = true E ` e3 �E vE ` if e1 at e2 then e3 else e4 �E v[IFATF℄ E ` e1�E < v0;:::;vp�1 > E ` e2 �E n vn = false E ` e4 �E vE ` if e1 at e2 then e3 else e4 �E vDans la r�egle [GET℄:si les valeurs de e1 sont des fon
tions o�u vi = [ fun x! 
i;Ei℄alors 8x 2 FV (
i) renommer x en x.i : 
i ! 
0i; Ei ! E0i et vi ! v0i,sinon Ei = ;.[GET℄ E ` e1�E < :::;vi;::: > E ` e2�E < :::;[fi;Fi℄;::: >8i8j Fi ` fij �E bij req(i) = fjjbij = trueg = fni;:::;niki gE ` get e1 e2�E < :::; [ fun ni1 ! v0ni1 j:::jniki ! v0niki j ! n
; [j2ni1;:::;niki E0j ℄| {z }lieu i ;::: >
Dans la r�egle du [PUT℄ :si les valeurs de vij sont des fon
tions o�u vij = [fun x! 
ij ;Eij ℄ et 8ij;vij 6= n
alors 8x 2 FV (
ij) renommer x en x.i : 
ij ! 
0ij , Eij ! E0ij et vij ! v0i,sinon Eij = ;Remarque : vij est la valeur envoy�ee �a j par i[PUT℄ E ` e�E < :::;[fi;Fi℄;::: >8i dest(i) = fjjFi ` fij �E vij ;vij 6= n
gput e�E < : : : ; [ fun nj1 ! v0nj1jj : : :j njkj ! v0njkj jj ! n
 ; [i2fnj1 ;:::;njkj g E0ij ℄| {z }lieu j ; : : : >

tel que fnj1; : : : ;njkjg = fijj 2 dest(i)gDes probl�emes de preuves nous ont amen�es �a 
onserver la premi�ere s�emantiquenaturelle pour la suite.
22



ExempleLa fon
tion fa
torielle ave
 environnement.letre
 (f:int->int) x= if x<=0 then 1 else x*(f (x-1)) in f 2;;f : re
 (f,fun (x:int) -> fun (f:(int -> int)) -> if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1))2 : 2g : [g,(f,re
 (f,g));[℄℄o\`u g=fun (x:int) -> fun (f:(int -> int)) -> if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1)2 : 2h : [h,(x,2);(f,re
 (f,g));[℄℄o\`u h=fun (f:(int -> int)) -> if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1)(g) (2) : [h,(x,2);(f,re
 (f,g));[℄℄re
 (f,g) : re
 (f,g) \\ x : 2 \\0 : 0 \\ x<=0 : false \\ x : 2 \\ f : re
 (f,g) \\ x : 2 \\ 1 : 1 \\ x-1 : 1 \\g : [g,(f,re
 (f,g));(x,2);(f,re
 (f,g));[℄℄1 : 1h : [h,(x,1);(f,re
 (f,g));(x,2);(f,re
 (f,g));[℄℄(g) (1) : [h,(x,1);(f,re
 (f,g));(x,2);(f,re
 (f,g));[℄℄re
 (f,g) : re
 (f,g)x : 1 \\ 0 : 0 \\ x<=0 : false \\ x : 1 \\ f : re
 (f,g) \\ x : 1 \\ 1 : 1 \\ x-1 : 0 \\g : [g,(f,re
 (f,g));(x,1);(f,re
 (f,g));(x,2);(f,re
 (f,g));[℄℄0 : 0h : [h,(x,0);(f,re
 (f,g));(x,1);(f,re
 (f,g));(x,2);(f,re
 (f,g));[℄℄(g) (0) : [h,(x,0);(f,re
 (f,g));(x,1);(f,re
 (f,g));(x,2);(f,re
 (f,g));[℄℄re
 (f,g) : re
 (f,g)x : 0 \\ 0 : 0 \\ x<=0 : true \\ 1 : 1 \\if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1) : 1((g) (0)) (re
 (f,g)) : 1(f) (x-1) : 1x*(f) (x-1) : 1if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1) : 1((g) (1)) (re
 (f,g)) : 1(f) (x-1) : 1x*(f) (x-1) : 2if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1) : 2((g) (2)) (re
 (f,g)) : 2(f) (2) : 2letre
 (f:(int -> int)) x = if x<=0 then 1 else x*(f) (x-1) in (f) (2) : 2
23



3.3.2 Corre
tion de la s�emantique naturelle du BS� sim-plement typ�e par rapport au BS�pIl s'agit de montrer que les r�egles d'�evalutation de la s�emantique naturellerespe
tent l'�equivalen
e BS�p. Pour 
ela il faut traduire 
ertains termes et onsuppose les �egalit�es syntaxiques suivantes :BS� simplement typ�e BS�pnpro
s p
 
fun x ! e �x:elet (x:t)=e1 in e2 (�x:e2)e1letre
 (f:t) x = e1 in e2 (� f e2) (Y (� f x.e1))Re
 Yif e1 then e2 else e3 e1 ! e2;e3mkpar �f: < f0;f1;:::;f(p� 1) >apply # (in�xe)if e1 at e2 then e3 else e4 e1 e2! e3;e4get ?? (in�xe)put !Theor�eme 1 Si e � v alors e=BS�pv o�u e est une expression 
lose.PreuveOn suppose par indu
tion que l'�evaluation des sous-expressions est 
orre
terelativement �a BS�p.{ Cas des 
onstantesSoient e = 
 une expression du BS� simplement typ�e et v = 
 une valeurdans BS�pLa seule r�egle appli
able �a e est [CONT℄ don
 e� v. Ces expressions sont�egales don
 on a bien e=v.{ Cas fon
tionnelSoient e = (fun(x : t) ! g) une expression du BS� simplement typ�e etv = fun(x : t)! e une valeur dans BS�pLa seule r�egle appli
able �a e est [FUN℄ don
 e� v.Ces expressions sont �egales don
 on a bien e=v.{ Cas du letCorre
tion de e = let (x : t) = e1 in e2 � v.La seule r�egle appli
able �a e est [LET℄ don
 e� vComme hypoth�ese d'indu
tion on a e1 = v1et e2[x v1℄ = v 
ar on a e� v.Don
 e = ( let (x : t) = e1 in e2) = (�x:e2)e1= e2[x e1℄ par � �Redu
tion= e2[x v1℄ par hypoth�ese= v 24



{ Cas de la r�e
ursivit�eCorre
tion de e = Re
 e1 x� vLa seule r�egle appli
able �a e est [REC℄ don
 e� v.Comme hypoth�ese d'indu
tion, on a e1(Re
 e1)x = v = e1(Y e1)xD'o�u Re
 e1 x = (Y e)xComme Y est l'op�erateur de r�e
ursivit�e (Y e)x = e(Y e)x = vEt ainsi e = vCorre
tion de e = ( letre
 (f : t! t0) x = e1 in e2)� vLa seule r�egle appli
able �a e est [LETREC℄ don
 e� v Comme hypoth�esed'indu
tion on a :e2[f  Re
(fun(f : t! t0)! fun(x : t)! e1)℄ = (�f:e2)(Y (�f:(�x:e1)))et e2[f  Re
(fun(f : t! t0)! fun(x : t)! e1)℄ = vD'o�u letre
 (f : t! t0) x = (�f:e2)(Y (�f:(�x:e1))) = v{ Cas de la 
onditionCorre
tion de e = if e1 then e2 else e3 � vLes seules r�egles appli
ables �a e sont soit [IFT℄, soit [IFF℄ selon l'�evaluationde e1 don
 e� vOn suppose par indu
tion que soit e1 = true , soit e1 = falseque e2 = v2et que e3 = v3Si e1 = true alors v = v2 sinon v = v3On a e� v2 si e1 = true et e� v3 si e1 = false .D'o�u e = if e1 then e2 else e3 = e1 ! e2;e3Si e1 = true alors e = true ! e2;e3et e = e2 = v2Sinon e1 = false alors e = false ! e2;e3et e = e3 = v3{ Cas de l'appli
ationCorre
tion de e = e1 e2 � v.La seule r�egle appli
able �a e est [APP℄ don
 e � v. Comme hypoth�esed'indu
tion on a e1 = fun(x : t)! e,e2 = v2 et e[x v2℄ = v 
ar on a e� v.D'o�u e1 e2 = (fun(x : t)! e) e2= (�x:e)e2= e[x e2℄ par les r�egles de BS�p= e[x v2℄ par hypoth�ese d'indu
tion= v par hypoth�ese d'indu
tion.{ Cas du 
onstru
teur parall�eleCorre
tion de e = mkpar 
� < :::;vi;::: >La seule r�egle appli
able �a e est [MKPAR℄ don
 e� < :::;vi;::: > v Onsuppose par indu
tion que e = fun(x : t)! fet 8if [x i℄ = vi 
ar on a e� < :::;vi;::: >.e = mkpar 
 = � 
 = ��x:f o�u � = (�g: < ::;gi;::: >)e =< :::;(�x:f)i;::: >=< :::;f [x i℄;::: >25



e =< :::;vi;::: >{ Cas de l'appli
ation parall�eleCorre
tion de e = apply e1e2� < :::;vi;::: >La seule r�egle appli
able �a e est [APPLY℄ don
 e� < :::;vi;::: >On suppose par indu
tion que e1 =< fun(x0 : t)! f0;:::;fun(xp�1 : t)!fp�1 >,e2 =< w0;:::;wp�1 >et 8ifi[xi  wi℄ = vi 
ar on a e� < :::;vi;::: >.e = apply e1 e2 = e1#e2e =< fun(x0 : t)! f0;:::;fun(xp�1 : t)! fp�1 > # < w0;:::;wp�1 >e =< (fun(x0 : t)! f0)w0;:::;(fun(xp�1 : t)! fp�1)wp�1e =< f0[x0  w0℄;:::;fp�1[xp�1  wp�1℄ >e =< v0;:::;vp�1 >{ Cas de la 
ondition parall�eleCorre
tion de e = if e1 at e2 then e3 else e4 � vLes seules r�egles appli
ables �a e sont soit [IFATT℄, soit [IFATF℄ selonl'�evaluation de e1 don
 e� vOn suppose par indu
tion que e1 =< w0;:::;wp�1 >, e2 = n, e3 = v3et que e4 = v4Si wn = true alors v = v3 sinon v = v4On a e� v3 si wn = true et e� v4 si wn = false .D'o�u e = if e1 then e2 else e3 = e1 e2! e3;e4Si wn = true alors e = true ! e3;e4et e = e3 = v3Sinon wn = false alors e = false ! e3;e4et e = e4 = v4{ Cas du getCorre
tion de e = get e1 e2� < :::; fun 0 ! if bi0 then v0 else n
j :::j p� 1 ! if bi(p�1) then vp�1 else n
j ! n
 ;::: >La seule r�egle appli
able �a e est [GET℄ don
e� < :::; fun 0 ! if bi0 then v0 else n
j :::j p� 1 ! if bi(p�1) then vp�1 else n
j ! n
 ;::: >On suppose par indu
tion que e1 =< v0;:::;vp�1 > et e2 =< f0; : : : ;fp�1 >et 8i8jfij = bij
ar on a e� < :::; fun 0 ! if bi0 then v0 else n
j :::j p� 1 ! if bi(p�1) then vp�1 else n
j ! n
 ;::: >.e = get e1 e2 = e1??e2e =< :::;�j:(fij ! vj ;n
);::: > 26



e =< :::;�j:(bij ! vj ;n
);::: >e =< :::;�j:( if bij then vj else n
);::: >e =< :::; fun 0 ! if bi0 then v0 else n
j :::j p� 1 ! if bi(p�1) then vp�1 else n
j ! n
 ;::: >{ Cas du putCorre
tion de e = put e1� < :::;(fun0 ! v0ij:::jp � 1 ! v(p�1)ij !n
);::: >La seule r�egle appli
able �a e est [PUT℄ don
e� < :::;(fun0! v0ij:::jp� 1! v(p�1)ij ! n
);::: >On suppose par indu
tion que e1 =< f0;:::;fp�1 >et 8i8j fij = vij 
ar on a E� < :::;( fun 0! v0ij:::jp� 1! v(p�1)ij !n
);::: >.e = put e1 =! e1 =! < f0;:::;fp�1 >e =< :::; �j:((j = 0! f0i;(j = 1! f1i;(:::;n
)):::)| {z }pro
 i ;::: >e =< :::; �j:((j = 0! v0i;(j = 1! v1i;(:::;n
)):::)| {z }pro
 i ;::: >e =< :::;( fun 0! v0ij:::jp� 1! v(p�1)ij ! n
);::: >3.3.3 Exemples{ MkparLe 
onstru
teur parall�ele : mkpar fun (pid : int)! (pid+ 1)mkpar fun (pid : int)! (pid+ 1)[MKPAR℄� fun (pid : int) ! (pid + 1) (pid + 1)[pid  0℄;:::;(pid +1)[pid (p� 1)℄[FUN ℄;op�erationbinaire� 0 + 1 ::: (p� 1) + 1mkpar fun (pid : int)! (pid+ 1)� < 1;:::;p >mkpar (fun (pid:int)->pid+1);;fun (pid:int) -> pid+1 : fun (pid:int) -> pid+11 : 10 : 00+1 : 11 : 11 : 11+1 : 21 : 12 : 2 27



2+1 : 31 : 13 : 33+1 : 4mkpar fun (pid:int) -> pid+1 : < 1, 2, 3, 4>3.4 Syst�eme de typage monomorpheCe syst�eme permet de v�eri�er le type des expressions du BS� simplementtyp�e. Ses jugements sont de la forme E ` e : t o�u E est la liste d'asso
iationvariable-type. A gau
he de : l'expression BS� simplement typ�e ; �a droite sontype. [0℄ E(x) = tE ` x : t[CONST℄ E ` 
 : _t[NPROCS℄ E ` npro
s : int[NC℄ E ` n
 : _tRemarque : il est n�e
essaire de typer n
 ainsi 
ar 
ette 
onstante peut se substi-tuer �a n'importe quelle valeur lo
ale lors d'une 
ommuni
ation.[IS NC℄ E ` e : _tE ` is n
 e : _t! bool[PAR℄ 8i vi : _t< v0;:::;vp�1 >: _t parLes ve
teurs ne font pas partie du langage sour
e mais sont n�e
essaires pour las�emantique op�erationnelle et seraient utilis�es pour la 
on
eption d'un syst�emeintera
tif 1. [FUNLOC℄ (x; _t1) :: E ` e : t2E ` (fun(x : _t1)! e) : _t1 ! t2Il est ainsi interdit de 
r�eer des fon
tions de sorte globale! lo
ale, (
omme parexemple des proje
tions), 
e qui permet une gestion �a deux niveaux des valeurset des environnements d'ex�e
ution.1. Dans la version a
tuelle de BSMLlib, les valeurs ve
torielles ne sont visualis�ees que parune 
ommande d'impression : un e�et plutôt que la valeur elle-même28



[FUNGLOB℄ (x;�t1) :: E ` e : �t2E ` (fun(x : �t1)! e) : �t1 ! �t2[LETLOC℄ E ` e1 : _t1 (x; _t1) :: E ` e2 : t2E ` ( let (x : _t1) = e1 in e2) : t2[LETGLOB℄ E ` e1 : �t1 (x;�t1) :: E ` e2 : �t2E ` ( let (x : �t1) = e1 in e2) : �t2[LETRECLOC℄ (f; _s! _t) :: (x;s) :: E ` e1 : _t (f; _s! _t) :: E ` e2 : t2E ` ( letre
 (f : _s! _t) x = e1 in e2) : t2[LETRECGLOB℄ (f;s! �t) :: (x;s) :: E ` e1 : �t (f;s! �t) :: E ` e2 : t2E ` ( letre
 (f : s! �t) x = e1 in e2) : t2Même remarque pour [LETLOC℄ ; [LETGLOB℄ et [LETRECLOC℄ ; [LETRECGLOB℄que pour [FUNLOC℄ [FUNGLOB℄ . Ces r�egles permettent de restreindre les ex-pressions aux seuls types a

eptables. C'est-�a-dire qu'on �elimine le type �t! _t[IF℄ E ` e1 : bool E ` e2 : t E ` e3 : tE ` ( if e1 then e2 else e3) : t[EQ℄ E ` e1 : _t E ` e2 : _t _t 2 f int,bool gE ` e1 = e2 : bool[APP℄ E ` e1 : t1 ! t2 E ` e2 : t1E ` e1e2 : t2[MKPAR℄ E ` e : int! _tE ` mkpar e : _t par[APPLY℄ E ` e1 : ( _t1 ! _t2) par E ` e2 : _t1 parE ` apply e1 e2 : _t2 par[IFAT℄ E ` e1 : bool par E ` e2 : int E ` e3 : �t E ` e4 : �tE ` if e1 at e2 then e3 else e4 : �t[GET℄ E ` e1 : _t1 par E ` e2 : (int! bool ) parE ` get e1 e2 : (int! _t1) par[PUT℄ E ` e : (int! _t) parE ` put e : (int! _t) parLe put et le get sont �a l'origine de l'apparition du n
. Il est n�e
essaire �a 
eniveau de typer n
 en fon
tion des autres valeurs du ve
teur.29



3.4.1 Preuve de validit�e du typage du BS�p simplementtyp�eLemme 1 Si fx : tg ` e : t0 et x : t alors e[x v℄ : t0Theor�eme 1 Soit e un terme 
los, si e � v et e:t alors v:t.Preuve du theor�eme 1On suppose par indu
tion que le typage des sous-expressions est valide.{ Cas des 
onstantesSoient e = 
, v = 
 et t = _t.Les seules r�egles appli
ables �a e sont [CONST℄� et [CONST℄:, don
 on ae� v, e : tLes termes e et v �etant �egaux ils ont le même type.{ Cas fon
tionnelSoient e = fun(x : _s)! 
, v = fun(x : _s)! 
 et t = _s! s0.Les seules r�egles appli
ables �a e sont [FUN℄� et [FUNLOC℄:, don
 on ae� v, e : tave
 (x : _s) :: E ` 
 : s0.Les termes e et v �etant �egaux ils ont le même type.Soient e = fun(x : �s)! 
, v = fun(x : �s)! 
 et t = �s! �s0.Les seules r�egles appli
ables �a e sont [FUN℄� et [FUNGLOB℄:, don
 on ae� v, e : tave
 (x : �s) :: E ` 
 : �s0.Les termes e et v �etant �egaux ils ont le même type.{ Cas du letSoit e = let (x : _t1) = e1 in e2Les seules r�egles appli
ables �a e sont [LET℄� et [LETLOC℄:don
 on a e� v et e : t2 ave
 e1 � v1, e1 : _t1,e2[x v1℄� v et (x : _t1) :: E ` e2[x v1℄ : t2.On suppose par indu
tion que v1 : _t1 et v : t2On a bien v : t2.Soit e = let (x : �t1) = e1 in e2Les seules r�egles appli
ables �a e sont [LET℄� et [LETGLOB℄:don
 on a e� v et e : �t2 ave
 e1 � v1, e1 : �t1,e2[x v1℄� v et (x : �t1) :: E ` e2[x v1℄ : �t2.On suppose par indu
tion que v1 : �t1 et v : �t2On a bien v : �t2.{ Cas de la r�e
ursivit�eSoit e = letre
 (f : _s! _t) x = e1 in e2.Les seules r�egles appli
ables �a e sont [LETREC℄� et [LETRECLOC℄:don
 on a e� v, e : t2ave
 e2[f  Re
(fun(f : _s! _t)! fun(x : t)! e1)℄� v,30



(f; _s! _t) :: (x;s) :: E ` e1 : _t et (f; _s! _t) :: E ` e2 : t2On peut appliquer le mini-lemme puisque f : _s! _tet (f; _s! _t) :: E ` e2 : t2et ainsi on obtient e2[f  Re
(fun(f : _s! _t)! fun(x : t)! e1)℄ : t2Par indu
tion, sa
hant e2[f  Re
(fun(f : _s! _t)! fun(x : t)! e1)℄� vet e2[f  Re
(fun(f : _s! _t)! fun(x : t)! e1)℄ : t2on peut 
on
lure que v : t2Soit e = letre
 (f : s! �t) x = e1 in e2.Les seules r�egles appli
ables �a e sont [LETREC℄� et [LETRECLOC℄:don
 on a e� v, e : t2ave
 e2[f  Re
(fun(f : s! �t)! fun(x : t)! e1)℄� v,(f;s! �t) :: (x;s) :: E ` e1 : _t et (f;s! �t) :: E ` e2 : t2On peut appliquer le mini-lemme puisque f : s! �tet (f;s! �t) :: E ` e2 : t2et ainsi on obtient e2[f  Re
(fun(f : s! �t)! fun(x : t)! e1)℄ : t2Par indu
tion, sa
hant e2[f  Re
(fun(f : s! �t)! fun(x : t)! e1)℄� vet e2[f  Re
(fun(f : s! �t)! fun(x : t)! e1)℄ : t2on peut 
on
lure que v : t2{ Cas de la 
onditionSoit e = if e1 then e2 else e3Les seules r�egles appli
ables �a e sont [IFT℄� (ou [IFF℄�)et [IF℄:don
 on a e � v2 (ou v3), e : t ave
 e1 � true (ou false ), e1 : bool,e2 � v2, e2 : t, e3 � v3, e3 : t et v = v2 (ou v3).On suppose par indu
tion que true (ou false ) : boolque v2 : t et que v3 : tAinsi, quelque soit l'�evaluation de e1, v : t.{ Cas de l'�egalit�eSoit e = (e1 = e2) Les seules r�egles appli
ables �a e sont [EQ℄� (ou[NEQ℄�)et [EQ℄:don
 on a e� true (ou false ), e : boolave
 e1 � v1, e1 : _t,e2 � v2, e2 : _t,v1 = v2 (ou v1 6= v2) et _t 2 f int,bool gOr true : bool et false : bool{ Cas de l'appli
ationSoit e = e1e2Les seules r�egles appli
ables �a e sont [APP℄� et [APP℄:don
 on a e � v, e : t2 ave
 e1 � fun (x : t1) ! 
, e1 : t1 ! t2, e2 � v2,
[x v2℄� v et e2 : t1.On suppose par indu
tion que v1 : t1 ! t2et v2 : t1 31



On peut appliquer le mini-lemme ave
 x : t1 ` e : t2 et v2 : t1 et ainsi
[x v2℄ : t2
[x v2℄ �etant une sous-expression s'�evaluant en v on a v : t2{ Cas du 
ontru
teur parall�eleSoit e = mkpar 
Les seules r�egles appli
ables �a e sont [MKPAR℄� et [MKPAR℄:don
 on a e� < v0;:::;vp�1 >, e : _t par ave
 
�fun(x : t)! f , 
 : int!_t, 8i f [x i℄� vi, 
 : int! _tOn suppose par indu
tion que fun(x : t)! f : int! _tOn peut appliquer p fois le mini-lemme ave
 x : int ` f : _t et 8i i : intet ainsi 8i f [x i℄ : _t8i f [x i℄ �etant une sous-expression s'�evaluant en vi on a 8i vi : _tOn applique la r�egle [PAR℄ et ainsi < v0;:::;vp�1 >: _t par{ Cas de l'appli
ation parall�eleSoit e = apply e1e2Les seules r�egles appli
ables �a e sont [APPLY℄� et [APPLY℄:don
 on a e� < v0;:::;vp�1 >, e : _t2 par ave
e1� < fun(x0 : _t1) ! u0;:::;fun(xp�1 : _t1) ! up�1 >, e1 : ( _t1 ! _t2),e2� < w0;:::;wp�1 >, e2 : _t1 parOn suppose par indu
tion que < fun(x0 : _t1) ! u0;:::;fun(xp�1 : _t1) !up�1 >: ( _t1 ! _t2) paret < w0;:::;wp�1 >: _t1 parCe qui 
orrespond �a 8i fun(xi : _t1) ! ui : _t1 ! _t2 et 8i wi : _t1 On peutappliquer p fois le mini-lemme ave
 x : _t1 ` ui : _t2 et 8i wi : _t1 et ainsi8i f [x wi℄ : _t28i f [x wi℄ �etant une sous-expression s'�evaluant en vi on a 8i vi : _t2 Onapplique la r�egle [PAR℄ et ainsi < v0;:::;vp�1 >: _t2 par{ Cas de la 
onditionnelle parall�eleSoit e = if e1 at e2 then e3 else e4Les seules r�egles appli
ables �a e sont [IFATT℄� (ou [IFATF℄�) et [IFAT℄:don
 on a e� v, e : �t ave
e1� < v0;:::;vp�1 >, e1 : bool pare2 � n, e2 : intvn = true (ou false ),et e3 � v3, e3 : �t(ou e4 � v4, e4 : �t)et v = v3 (ou v4)On suppose par indu
tion que v3 : �t (ou v4 : �t)Par la r�egle [typage des ve
teurs℄ on a 8ivi : bool Don
 v : �t.{ Cas du getSoit e = get e1 e2Les seules r�egles appli
ables �a e sont [GET℄� et [GET℄:don
 on a e� < :::; fun ni1 ! vni1 j:::jniki ! vniki j ! n
| {z }lieu i ;::: >,32



e : (int! _t1) parave
 e1� < v0;:::;vp�1 >, e1 : _t1 par ,e2� < f0; : : : ;fp�1 >, e2 : (int! bool ) paret 8i8j fij � bijOn suppose par indu
tion que< v0;:::;vp�1 >: _t1 par et que< f0; : : : ;fp�1 >:(int! bool ) par .Ce qui 
orrespond, par la r�egle [typage par℄ �a 8i vi : _t1 et 8ifi : int !bool .Et ainsi 8i8jbij : bool .On a if bij then vj else n
 : _t1Soit ui = fun 0 ! if bi0 then v0 else n
:::j p� 1 ! if bi(p�1) then vp�1 else n
j ! n
don
 ui : int! _t1Et don
 par la r�egle [PAR℄ < :::;ui;::: >: (int! _t1) par{ Cas du putSoit e = put e1Les seules r�egles appli
ables �a e sont [PUT℄� et [PUT℄:Don
 on a e� < :::; fun nj1 ! vnj1j j:::jnjkj ! vnjkj j j ! n
| {z }lieu j ;::: >,e : (int! _t) parave
 e1� < f0;:::;fp�1 >, e1 : (int! _t) par ,et 8i dest(i) = fjjfij � vij 6= n
gOn suppose par indu
tion que < f0;:::;fp�1 >: (int! _t) parCe qui 
orrespond �a 8ifi : int! _tAinsi 8i8jfij : _t fij � vij �etant une sous-expression vij : _tSoit uj = fun 0 ! v0i:::j p� 1 ! v(p�1)ij ! n
uij : int! _tPar la r�egle [PAR℄ < :::;uj ;::: >: (int! t) par .3.4.2 Exemples{ Mkparmkpar (fun (pid:int)->pid+1);;pid:int1:intpid+1:intfun (pid:int) -> pid+1:(int -> int)mkpar fun (pid:int) -> pid+1:int partype : int par{ letre
 33



Typage de la fon
tion fa
torielle :letre
 (f:int->int) x=if x<=0 then 0 else x*(f (x-1)) in f 3;;0:intx:intf:(int -> int)x:int1:intx-1:int(f) (x-1):intx*(f) (x-1):intx:int0:intx<=0:boolif x<=0 then 0 else x*(f) (x-1):intf:(int -> int)3:int(f) (3):intletre
 (f:(int -> int)) x = if x<=0 then 0 else x*(f) (x-1) in (f) (3):inttype : int3.5 Compilation et ma
hine �a pileAyant d�e�ni un langage, sa s�emantique naturelle et son typage, nous donnonsmaintenant une ma
hine.On suppose p 
opies de la SECD ma
hine ex�e
utant de mani�ere asyn
hroneles instru
tions des Se
tion 2.5.1 et Se
tion 3.5.2, en plus des op�erations 
olle
-tives syn
hrones de la Se
tion 3.5.23.5.1 CompilationLes expressions sont d'abord 
ompil�ees avant d'être ex�e
ut�ee par la ma
hineSECD.On ajoute quelques expressions au langage des 
ommandes de la SECD pourexprimer le parall�elisme.Com ::= PID j NPROCS j NC j IS NC j AT j PUT j SEND j GET j FETCHNPROCS est le nombre de pro
esseurs. PID est le num�ero du pro
esseurlo
alement. AT est l'expression de la 
onditionnelle parall�ele. PUT et SENDservent �a implanter le put, GET et FETCH le get.La premi�ere partie du tableau 
orrespond �a la 
ompilation d'expressionslo
ales, la deuxi�eme 
elle des op�erations parall�eles.Exemple{ MkparCompilation du 
onstru
teur parall�ele :[[ mkpar fun (pid : int)! (pid+ 1)℄℄ =[[ fun (pid : int)! (pid+ 1)℄℄ :: PID :: APP =34



BS� simplement typ�e Commandes
 
e1 � e2 [[e1℄℄ :: [[e2℄℄ :: �fun(x : t)! e FUN(x;[[e℄℄)let (x : t) = e1 in e2 FUN(x;[[e2℄℄) :: [[e1℄℄ :: APPletre
 (f : t) x = e1 in e2 FUN(f;[[e2℄℄) :: REC(f;x;[[e1℄℄) :: APPif e1 then e2 else e3 [[e1℄℄ :: IF([[e2℄℄;[je3j℄)e1 = e2 [[e1℄℄ :: [[e2℄℄ :: EQe1e2 [[e1℄℄ :: [[e2℄℄ :: APPnpro
s NPROCSn
 NCis n
 e [[e℄℄ :: NC ::=mkpar e [[e℄℄ :: PID :: APPapply e1 e2 [[e1℄℄ :: [[e2℄℄ :: APPif e1 at e2 then e3 else e4 [[e1℄℄ :: [[e2℄℄ :: AT :: IF([je3j℄;[je4j℄)get e1 e2 [[e1℄℄ :: [[e2℄℄ :: GETput e [[e℄℄ :: PUTFig. 3.1 { 
ompilationFUN(x;[[pid+ 1℄℄) :: PID :: APP =FUN(x;1 :: pid :: +) :: PID :: APPSur 
haque pro
esseur.3.5.2 BSPSECD ma
hineCommandes suppl�ementaires pour la ma
hine SECDS E C D S E C DS E NPROCS :: C D p :: S E C DS E PID :: C D i :: S E C DS E NC :: C D n
 :: S E C Do�u p est le nombre de pro
esseurs de la ma
hine parall�ele, i est le num�ero dupro
esseur sur lequel s'ex�e
ute 
ette 
opie de la ma
hine SECD et n
 la valeurne \no 
ommuni
ation".Communi
ations et syn
hronisationsCes 
ommandes sont 
elles pour les expressions globales qui traitent d�e
hangeet de 
ommuni
ation.{ AT< :::;(j :: ei :: Si;Ei;AT :: Ci;Di);::: >!< :::;(ej :: Si;Ei;Ci;Di);::: >j est le num�ero de pro
esseur qui transmet sa valeur.Les ei sont les valeurs bool�eennes lo
ales qui d�eterminent la 
onditionnelle.Une seule valeur ei est transmise �a tous les pro
esseurs.{ GETObtenu par 
ompilation de get e1 e2 apr�es ex�e
ution de la ma
hine sur e1et sur e2. 35



< :::;(CLO(x;C 0;E0) :: vi :: S;E;GET :: C;D);::: >!< :::;(vi :: S;E�E0;FUN(x;C 0) :: p�1 :: APP :: ::: :: FUN(x;C 0) :: 0 :: APP ::: FETCH;(E;C) :: D);::: >On re
onverti lo
alement la fermeture de fon
tion au sommet de la pileen fon
tion qu'on applique lo
alement �a 
haque num�ero de pro
esseur.{ FETCHObtenu par ex�e
ution de la ma
hine apr�es un get et apr�es l'appli
ationdes fon
tions �a 
haque num�ero de pro
esseur.Il y a don
 au sommet de la pile de valeurs les bool�eens qui d�eterminentles �e
hanges et la valeur �a transmettre.C'est l'ex�e
ution de 
ette instru
tion qui r�ealise les �e
hanges.< :::;(bi0 :: ::: :: bi(p�1) :: vi :: Si;Ei;FETCH :: Ci;Di);::: >!< :::;(CLO(x;C 0i ;E0) :: Si;Ei;Ci;Di);::: >o�u C 0i = (x :: ni1 :: IF(vni1 ;(:::;(x :: niki ::=:: IF(vniki ;[NC℄):::)tel que fni1 ;:::;niki g = fjjbij = truegLes vnik peuvent avoir plusieurs formes :BOOLVAL v ou INTVAL v alors Enik = ;sinon vnik = CLO(xnik ;Cnik ;Enik ) ou RECLO(fnik ;xnik ;Cnik ;Enik )Les formes des vnik8k d�eterminent 
elle de E0Ainsi E0 = [8kEnikC'est-�a-dire que l'environnement r�esultant est donn�e par l'union des envi-ronnements quand les valeurs �a tranmettre sont des fermetures.Il est n�e
essaire de renommer les variables pour 
haque Cnjk et 
haqueEnjk . On ajoute �a 
es variables le num�ero de leur pro
esseur d'origine.{ PUTObtenu par 
ompilation de put e apr�es l'ex�e
ution de la ma
hine sur e.< :::;(CLO(x;C 0i ;E0i) :: Si;Ei;PUT :: Ci;Di);::: >!< :::;(Si;Ei�E0i;FUN(xi;C 0i) :: p�1 :: APP :: ::: :: FUN(xi;C 0i) :: 0 :: APP :: SEND :: [℄;(Ei;Ci) :: Di);::: >On re
onverti lo
alement la fermeture de fon
tion au sommet de la pileen fon
tion qu'on applique lo
alement �a 
haque num�ero de pro
esseur.{ SENDObtenu par ex�e
ution de la ma
hine apr�es un get et apr�es l'appli
ationdes fon
tions �a 
haque num�ero de pro
esseur.Il y a don
 au sommet de la pile de valeurs les valeurs �a transmettre.C'est l'ex�e
ution de 
ette instru
tion qui r�ealise les �e
hanges.< :::;(v0j ;:::vp�1j :: Sj ;Ej ;SEND :: Cj ;Dj);::: >!< :::;(CLO(x;C 0j ;E0) :: Sj ;Ej ;Cj ;Dj);::: >ave
 C 0j = (x :: nj1 ::=:: IF(vjnj1 ;(x :: nj2 ::=:: IF (vjnj2 ;:::(x :: njkj ::=::IF(vjnjkj ;[NC℄):::) 36



tel que fnj1 ;:::;njkj g = fijj 2 dest(i)g ave
 8i dest(i) = fjjfij� vij 6= n
gvnjk j peut avoir plusieurs formes :BOOLVAL v ou INTVAL v alors Enjk = ;sinon vnjk j = CLO(xnjk ;Cnjk ;Enjk ) ou RECLO(fnjk ;xnjk ;Cnjk ;Enjk )Les formes des vnjk j d�eterminent 
elle de E0Ainsi E0 = [8kEnjkC'est-�a-dire que l'environnement r�esultant est donn�e par l'union des envi-ronnements quand les valeurs �a tranmettre sont des fermetures.Il est n�e
essaire de renommer les variables pour 
haque Cnjk et 
haqueEnjk . On ajoute �a 
es variables le num�ero de leur pro
esseur d'origine.Exemples{ Mkparmkpar fun (pid : int)! (pid+ 1)mkpar (fun (pid:int)->pid+1);;modle :<|S0|E0|C0|D0|,|S1|E1|C1|D1|,|S2|E2|C2|D2|,|S3|E3|C3|D3|><|||FUN(pid,pid;1;+);PID;APP||,|||FUN(pid,pid;1;+);PID;APP||,|||FUN(pid,pid;1;+);PID;APP||,|||FUN(pid,pid;1;+);PID;APP||><|CLO(pid,pid;1;+,)||PID;APP||,|CLO(pid,pid;1;+,)||PID;APP||,|CLO(pid,pid;1;+,)||PID;APP||,|CLO(pid,pid;1;+,)||PID;APP||><|0;CLO(pid,pid;1;+,)||APP||,|1;CLO(pid,pid;1;+,)||APP||,|2;CLO(pid,pid;1;+,)||APP||,|3;CLO(pid,pid;1;+,)||APP||><||(pid,0)|pid;1;+|(,)|,||(pid,1)|pid;1;+|(,)|,||(pid,2)|pid;1;+|(,)|,||(pid,3)|pid;1;+|(,)|><|0|(pid,0)|1;+|(,)|,|1|(pid,1)|1;+|(,)|,|2|(pid,2)|1;+|(,)|,|3|(pid,3)|1;+|(,)|> 37



<|1;0|(pid,0)|+|(,)|,|1;1|(pid,1)|+|(,)|,|1;2|(pid,2)|+|(,)|,|1;3|(pid,3)|+|(,)|><|1|(pid,0)||(,)|,|2|(pid,1)||(,)|,|3|(pid,2)||(,)|,|4|(pid,3)||(,)|><|1||||,|2||||,|3||||,|4||||>3.6 Les 
oûtsLe syst�eme suivant permet de 
al
uler le 
oût de l'�evalutation des expressionsdu BS� simplement typ�e. Pour obtenir une estimation r�ealiste du temps de 
al
ulselon BSP, on �evalue le temps mit par la ma
hine SECD pour l'ex�e
ution del'instru
tion. Lo
alement, le 
al
ul est assez simple. Une transition est 
onsid�er�ee
omme l'unit�e de temps. Pour le 
al
ul du 
oût global, 
'est un peu di��erent.Le temps de 
al
ul peut ne pas être le même en 
haque pro
esseur puisque le
al
ul peut être asyn
hrone. On a don
 une nouvelle grammaire de valeurs :val ::= 
 j �x:eval�t ::= 
; t j �x:e; t j < val;:::;val > ; < t;:::;t >Par 
ontre d�es qu'intervient une instru
tion syn
hrone, le ve
teur des 
oûts estuniformis�e. Il y a don
 un 
al
ul plus 
omplexe pour les expressions ifat, getet put. Il est bas�e sur le mod�ele BSP.Les jugements du syst�eme sont de la forme e� v;
 o�u v;
 2 val�t. A gau
hel'expression BS� simplement typ�e ; �a droite sa valeur et son 
oût.[CONST℄ 
� 
; 1[NPROCS℄ npro
s � p; 1[ISNCT℄ e� n
; 
is n
 e � true, 
+ 1[ISNCF℄ e� v 6= n
; 
is n
 e � false, 
+ 1[FUN℄ fun (x : t)! e� fun (x : t)! e; 138



[LETLOC1℄ e1 � v1; 
1 e2[x v1℄� v; 
let (x : t) = e1 in e2 � v; 
+ 
1 + 33 unit�es de temps sont utilis�ees en plus du 
oût de e1 et e2 : une premi�ere pourla fermeture de la fon
tion, une deuxi�eme pour la transition de l'appli
ation etune derni�ere pour revenir �a la suite d'instru
tions initiales apr�es l'appli
ation(ligne 1 dans la SECD 2.6 restauration du dump).[LETLOC2℄ e1 � v1; 
1 e2[x v1℄� < w0;:::wp�1 > ; < 
00;:::
0p�1 >let (x : t) = e1 in e2� < w0;:::;wp�1 > ; < 
00 + 
1 + 3;:::;
0p�1 + 
1 + 3 >En 
haque pro
esseur s'e�e
tue : le 
al
ul de e1, l'appli
ation lo
alement �a e2et la transition de fermeture de e2, la transition d'appli
ation et la restaurationdu dump.[LETGLOB℄ e1� < v0;:::;vp�1 > ; < 
0;::;
p�1 > e2[x v1℄� < w0;:::wp�1 > ; < 
00;:::
0p�1 >let (x : t) = e1 in e2� < w0;:::;wp�1 > ; < 
00 + 
0 + 3;:::;
0p�1 + 
p�1 + 3 >En 
haque pro
esseur s'e�e
tue : le 
al
ul de e1, l'appli
ation lo
alement �a e2et la transition de fermeture de e2, la transition d'appli
ation et la restaurationdu dump. [REC℄ e(Re
 e)x� v; 
(Re
 e)x� v; 
Cette r�egle 
orrespond �a la transition du RECLO qui est une fermeture r�e
ursive.[LETREC℄ e2[f  Re
(fun(f : t! t0)! fun(x : t)! e1)℄� v; 
letre
 (f : t! t0) x = e1 in e2 � v; 
+ 3A la mani�ere du let, le letre
 n�e
essite 3 unit�es de temps pour la fermeturer�e
ursive, la transition d'appli
ation, et le retour aux instru
tions initiales.[IFT℄ e1 � true ; 
1 e2 � v; 
2if e1 then e2 else e3 � v; 
1 + 
2 + 1[IFF℄ e1 � false ; 
1 e3 � v; 
3if e1 then e2 else e3 � v; 
1 + 
3 + 1[EQ℄ e1 � v; 
1 e2 � v; 
2e1 = e2 � true ; 
1 + 
2 + 1[NEQ℄ e1 � v1; 
1 e2 � v2; 
2 v1 6= v2e1 = e2 � false, 
1 + 
2 + 1[APPLOC1℄ e1 � fun (x : _t)! e; 
1 e2 � v2; 
2 e[x v2℄� v; 
3e1e2 � v; 
1 + 
2 + 
3 + 2[APPLOC2℄ e1 � fun (x : _t)! e; 
1 e2 � v2; 
2 e[x v2℄� < w0;:::wp�1 > ; < t0;:::tp�1 >e1e2� < w0;:::wp�1 > ; < 
1 + 
2 + t0 + 2;:::;
1 + 
2 + tp�1 + 2 >39



[APPGLOB℄ e1 � fun (x : �t)! e; 
1 e2� < v0;:::vp�1 > ; < t0;:::tp�1 >e[x < v0;:::;vp�1 >℄� < w0;:::;wp�1 > ; < t00;:::t0p�1 >e1e2� < w0;:::;wp�1 > ; < 
1 + t0 + t00 + 2;:::;
1 + tp�1 + t0p�1 + 2 >2 unit�es de temps : une pour la transition d'appli
ation et l'autre pour r�etablirle dump.[MKPAR℄ e1 � fun (x : t)! e; 
 8i e[x i℄� vi; 
imkpar e1� < v0;:::;vp�1 > ; < 
+ 
0 + 3;:::;
+ 
p�1 + 3 >3 unit�es de temps : une pour l'�evaluation du pid en 
haque point, une pourl'appli
ation et une pour la restauration du dump.[APPLY℄ e1� < fun(x0 : t)! u0;:::;fun(xp�1 : t)! up�1 > ; < t0;:::tp�1 >e2� < w0;:::;wp�1 > ; < 
0;:::;
p�1 > 8i ui[xi  wi℄� vi; 
0iapply e1e2� < v0;:::;vp�1 > ; < t0 + 
0 + 
00 + 2;:::;tp�1 + 
p�1 + 
0p�1 + 2 >Agit 
omme l'appli
ation en 
haque point, d'o�u l'utilisation de 2 unit�es de tempssuppl�ementaires.Dans les expressions suivantes, interviennent des �e
hanges de donn�ees. Le
al
ul du 
oût passe don
 par l'introdu
tion des param�etres BSP (g;p;l) :T ime(s) = maxi:pro
esseur w(s)i +maxi:pro
esseur h(s)i � g + lo�u w(s)i = temps de 
al
ul lo
al du pro
esseur i durant la super-�etape s eth(s)i = maxfh(s)i+ ;h(s)i�g o�u h(s)i+ (resp. h(s)i� ) est le nombre de mots transmis (resp.re�
us) par le pro
esseur i durant la super-�etape s. g et l ne sont pas en
ore�etablis.[IFATT℄ e1� < v0;:::;vp�1 > ; < 
0;:::;
p�1 > e2 � n; t2vn = true e3 � v; < 
00;:::;
0p�1 >if e1 at e2 then e3 else e4 � v; < :::; max8i2f0::p�1g(
i) + t2 + 
j + g(p� 1) + L+ 2| {z }lieu j ;::: >
[IFATF℄ e1� < v0;:::;vp�1 > ; < 
0;:::;
p�1 > e2 � n; t2vn = false e4 � v; < 
00;:::;
0p�1 >if e1 at e2 then e3 else e4 � v; < :::;Max8i2f0::p�1g(
i) + t2 + 
j + gh+ L+ 2| {z }lieu j ;::: >On attend que toutes les valeurs vi soient 
al
ul�ees pour transmettre 
elled�etermin�ee par e2 d'o�u max8i2f0::p�1g(
i). Deux transitions sont n�e
essairesune pour le IF et une pour le AT. Le 
oût de l�evaluation de e2 et de e3 (resp. e4)est �a ajouter au 
oût �nal de [IFATT℄ (resp. [IFATF℄) ainsi que les valeurs dues40



aux �e
hanges. Pour l'expression ifat, la 
ommuni
ation se fait d'un pro
esseurvers tous les autres, d'o�u h = p� 1. On a don
 �a ajouter au 
al
ul g(p-1) et L.[GET℄ e1� < v0;:::;vp�1 > ; < 
0;:::;
p�1 > e2� < f0; : : : ;fp�1 > ; < 
00;:::;
0p�1 >8i8j fij � bij ; tij req(i) = fjjbij = trueg = fni1;:::;nikigget e1 e2 � < :::; fun ni1 ! vni1 j:::jniki ! vniki j ! n
| {z }lieu i ;::: > ;< :::; max8i2f0::p�1g(
i)+max8i2f0::p�1g(
0i)+max8i2f0::p�1g(P8j(tij)) + 3 + gh+ L| {z }lieu i
;::: >

En 
haque pro
esseur, il y a �evaluation de sa 
omposante en e1, (p+1)�evaluation de e2 appliqu�ee aux p pro
esseurs qui 
oûte tij . Une transition pourle get, et une pour restaurer le dump. Ce qui fait en 
haque pro
esseur i , avantl'�e
hange de donn�ees : 
i + 
0i +P8j tij + 1 + 1 = 
i + 
0i +Pj tij + 2. Commeil y a barri�ere de syn
hronisation pour la transition FETCH, on prend le maxde l'�equation pr�e
�edente �a laquelle on ajoute 1 pour la transition, g*h pour les�e
hanges et L pour la laten
e. On obtient don
 :max8i2f0::p�1g(
i)+max8i2f0::p�1g(
0i)+max8 i 2 f0::p�1g(P8j tij)+3+gh+Lo�u h est 
al
ul�e 
omme suit :hi+ = 
ardfjjbji = true g et hi� = 
ardfjjbij = trueg = 
ard req(i)Ainsi h = max8i2f0::p�1g(maxhi+;hi�)[PUT℄ e� < f0;:::;fp�1 > ; < 
0;:::;
p�1 >8i dest(i) = fjjfij � vij 6= n
;tijgput e� < :::; fun nj1 ! vnj1j j:::jnjkj ! vnjkj j j ! n
| {z }lieu j ;::: > ;< :::; max8i2f0::p�1g(
i) + max8i2f0::p�1g(X8jtij) + 3 + gh+ L| {z }lieu j ;::: >ave
 8j:fnj1;:::;njkj g = fijj 2 dest(i)gEn 
haque pro
esseur, il y a �evaluation de sa 
omposante en e, �evaluation dee appliqu�ee aux p pro
esseurs qui 
oûte tij . Une transition pour le put, et unepour restaurer le dump. Ce qui fait en 
haque pro
esseur i , avant l'�e
hange dedonn�ees : 
i+
i+P8j tij+1+1 = 
i+Pj tij+2. Comme il y a barri�ere de syn-
hronisation pour la transition SEND, on prend le max de l'�equation pr�e
�edente�a laquelle on ajoute 1 pour la transition, g*h pour les �e
hanges et L pour lalaten
e. On obtient don
 :max8i2f0::p�1g(
i) + max8 i 2 f0::p� 1g(P8j tij) + 3 + gh+ L o�u h est 
al
ul�e
omme suit :hi+ = 
ardfjjfji = vji 6= n
 g et hi� = 
ardfjjfij = vij 6= n
 g =
ard dest(i)Ainsi h = max8i2f0::p�1g(maxhi+;hi�)Pour l'instant la taille des objets �a transmettre n'a pas �et�e prise en 
ompte. Ilfaut trouver un moyen d'�evaluer le 
oût de l'�e
hange d'un objet. Surtout quand41



il s'agit d'une fon
tion puisqu'il faut alors transmettre sa fermeture qui 
ontientson environnement.

42



Chapitre 4Con
lusionLa programmation des �evaluateurs pour 
ha
une des s�emantiques et pour letypage a permis de v�eri�er leur 
orre
tion. La programmation de la ma
hine �apile �a l'aide des outils O
aml permet �egalement de faire des tests. L'int�egrationdu 
al
ul des 
oûts dans la ma
hine �a pile n'est pas en
ore 
ompl�ete. La pro-grammation d'exemples types 
omme fold et s
an [1℄ est en 
ours pour v�eri�erles s�emantiques et le 
al
ul des 
oûts.Par la suite, nous esp�erons traduire le langage dans une ma
hine �a pile dutype CAM/ZAM [4℄. Nous pourrons alors faire une implantation parall�ele ete�e
tuer des tests o�u les estimations de 
oûts seront r�ealistes. Un syst�eme detypage polymorphe sera aussi d�evelopp�e.Le but ultime de 
e projet est une r�ealisation 
ompl�ete d'une version BSPdu langage Caml. Les r�esultats pr�esent�es i
i nous ont permis de v�eri�er la bonnestru
ture du langage et les diÆ
ult�es �a surmonter pour une implantation pa-rall�ele 
orre
te et eÆ
a
e.
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